Clemenceau - ECE2- Mme Marcelin

Programme de colle - semaine du 23
Septembre 2019

Note aux colleurs : Merci de commencer la colle en donnant une ou deux questions de l'un des exercices
faits en classe.
Si un étudiant connait son cours et sait refaire les exercices du TD, il doit avoir au moins la moyenne.
Merci de tester la connaissance du cours a travers son application dans les exercices et de favoriser la
compréhension du cours au "par coeur”.

Liste des exercices exigibles
Exercice 1.

Justifier que les ensembles suivants ne sont pas des espaces vectoriels :
— By ={M e M5(R)|M —tM =I5}

— By = {(z,y) e R?|y > 0}

— By ={P e R[X]|deg(P) = 3}

Exercice 2. : espaces implicites
Pour chacun des ensembles suivants, répondre aux questions suivantes :

1. Montrer que c’est un espace vectoriel.

2. Déterminer sa dimension.

— On pose X le vecteur X = }
E,={Ae My[R); AX =0}
-2 -2 -6
— OnposeB=|1 -1 1
1 3 5

Ey = {X S Mg,l(R) ;BX = 4X}
— Es ={P e Rg[X], P(0)=P'(0) =0}
— By ={PeRy[X], 2P(1 - X) = XP'(X)}

Exercice 3. : espaces explicites
Pour chacun des ensembles suivants, répondre aux questions suivantes :

1. Montrer que c’est un espace vectoriel.

2. Déterminer sa dimension.

— L’ensemble E; des polynoémes de la forme P(X) = aX?® + bX?% — aX + b, avec a, et b des réels.

, . _(a+2c b—-2c

— L’ensemble F5 des matrices M (a,b,c) = (—b L9 a4 2

— L’ensemble F3 des triplets de réels de la forme (a + 3b+ 4c+2d,2a — b+ ¢ — 3d, —a — 2b+ ¢+ 3d)
avec (a,b,c,d) € R

, avec (a,b,c) € R? .

Exercice 4.

1. On considére les vecteurs de R* suivants : @, = (1,2,3,4), ©» = (0,1,—1,1), 5 = (—1,1,0,2) et
7 = (1,-1,2,0).

Montrer que B = (¥, 2, U3, U4) est une base de R*.

Déterminer les coordonnées de @ = (1,1,1,1) dans cette base.

2. Soient les vecteurs 4y = (1,—1,2,1), 42 = (2,1, —-1,1), 43 = (1,2,1,-1) et i@y = (4,2,2,1).

Vérifier que iy € Vect(iy, s, u3). Quel est le rang de la famille (i@, s, U3, Us) ?
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1 Espaces vectoriels

1.1 Structure d’espace vectoriel

- Les espaces vectoriels fondamentaux : définition, élément neutre, base canonique et dimension de
I’espace.

- Notion de combinaison linéaire : définition et stabilité par combinaisons linéaire d’un espace vecto-
riel.

- Sous-espaces vectoriels : définition et caractérisation des s.e.v. Utilisation de la caractérisation pour
montrer qu’un espace implicite est un espace vectoriel.

- Sous-espace vectoriel engendré par une famille : utilisation pour montrer qu’un espace explicite est
un espace vectoriel.

1.2 Familles d’un espace vectoriel

- Famille génératrice d’un espace vectoriel : savoir expliciter un ensemble et le mettre sous la forme de
sous-espace vectoriel engendré pour trouver une famille génératrice de 'ensemble.

- Famille libre : définition, cas particulier d’une famille de 1 ou 2 vecteurs, caractérisation des familles liées.

- Base d’un espace vectoriel : définition, propriété de décomposition unique de tout vecteur dans une
base. Coordonnées d’un vecteur dans une base.

1.3 Dimension finie

- Définition de la dimension, nombre de vecteurs dans une base d’un espace de dimension n, nombre de
vecteurs d’une famille libre dans un espace de dimension n, nombre de vecteurs d’une famille génératrice
d’un espace de dimension n.

- caractérisation des bases lorsque ’'on connait la dimension de lensemble ( caractérisation des bases
en dimension finie ) : utilisation de cette caractérisation pour prouver qu’une famille est une base d’un

espace de dimension connue.

- Propriétés des sous-espaces vectoriels en dimension finie.

1.4 Matrice des coordonnées dans une base

- Matrice d’un vecteur, d’une famille de vecteurs dans une base, caractérisation des bases par une
matrice.

- Matrice de passage, formule de changement de base.

1.5 Rang

- Rang d’une famille de vecteurs : définition.



