Clemenceau - ECE2- Mme Marcelin

Programme de colle - semaine du 14
Octobre 2019

Note auz colleurs : Merci de commencer la colle en donnant une ou deuzx questions de l'un des exercices
faits en classe. Merci de demander également un développement limité usuel d’ordre 2.
Si un €tudiant connait son cours et sait refaire les exercices du TD, il doit avoir au moins la moyenne.
Merci de tester la connaissance du cours & travers son application dans les exercices et de favoriser la
compréhension du cours au "par coeur’.

Liste des exercices exigibles

Exercice 1.
On consideére application f : [0; +00[ — R définie, pour tout ¢ de [0; +oo], par :

[ 2 —tIn(t) sit#0
f(t)_{ 0 sit=0

On admet : 0,69 < In(2) < 0,70.
1. Montrer que f est continue sur [0; +00[.
. Justifier que f est classe C? sur ]0; +oo et calculer, pour tout ¢ de ]0; +oo], f'(t) et f”(t).

2

3. Dresser le tableau de variations de f. On précisera la limite de f en +oo.

4 — —>)
1,7 )-

. On note C' la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O;
Montrer que C admet une (demi-) tangente en O et préciser celle-ci.

)

Exercice 2.

Une urne contient 2 boules blanches et n — 2 boules rouges.

On effectue des tirages sans remise dans cette urne. On appelle X le rang de sortie de la premiére boule
blanche et Y le nombre de boules rouges restant & ce moment dans ’'urne.

1. Déterminer la loi de X et E(X).
2. Calculer £ (n_%)

3. Exprimer Y en fonction de X et calculer E(Y).
4. Calculer la loi de Y.

Exercice 3.

Une urne contient des boules blanches et des boules noires. La proportion de boules blanches est p et celle
de boules noires est q.

Ainsi,onal0<p<letg=1-—p.

On effectue une succession de tirages avec remise et on s’arréte dés qu’on a obtenu au moins une boule
blanche et au moins une boule noire.

On note X le nombre de tirages effectués.

1. Déterminer la loi de X.

2. Montrer que F(X) = % + % —1.

Exercice 4.
Déterminer le spectre des matrices suivantes :

3 4 —4 (1) (1) _11 _11 0 2 -1
A=|-2 -1 2|, B = , c=1|1 0 1
-2 0 1 b=t 0 -1 2 -3

1 -1 -1 0
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Exercice 5.
7 2 =2
Soit la matrice B = | 2 4 -1
-2 -1 4
1. Déterminer le spectre de B.

2. Déterminer une base de chacun des sous-espace propres de B. On notera X7, X5 et X3 les trois
vecteurs obtenus.

3. Vérifier que (X7, X2, X3) forment une base de M3 1(R).

0
4. Expliciter une matrice P inversible de premiére colonne [ 1 | et une matrice D diagonale vérifiant
1

ds 3 =9 telles que B= PDP™.

5. On souhaite déterminer 'ensemble appelé commutant de B suivant :
Cp ={M € M3(R); BM = M B}

(c’est ’ensemble des matrices qui commutent avec B)

(a) Montrer que Cp est un espace vectoriel.

(b) On pose le changement de variable N = P~1MP .
i. Exprimer M en fonction de N.

ii. Montrer qu’une matrice M appartient & Cp si et seulement si N vérifie ’équation DN = N D.

a b 0
iii. Montrer qu'une matrice N vérifie DN = ND si et seulement si N = | ¢ d 0] avec a, b,
0 0 e

¢, d, e des réels.

iv. En déduire les matrices de Cp.

Exercice 6.
On considére dans Ms(R) Péquation :

. 2 (01
&) - X 3X—|—12_<1 0)

. . . 1 ) P
1. Diagonaliser la matrice <(1) 0). Les valeurs propres de A seront rangées dans I'ordre décroissant.

2. En effectuant un changement de variable judicieux, justifier que I’équation (£) est équivalente a

I’équation :

N - /10
CONE Y 3Y+12(0 _1)

sur la nouvelle variable Y.

3. Montrer que toute solution de () commute avec (1 0 > En déduire que Y est diagonale.

0 -1
4. Reésoudre (£') puis en déduire les solutions de (€) en fonction de P et de P~ .

Exercice 7.
Déterminer un équivalent simple des fonctions suivantes au point indiqué.

1. fi(x) = W en 400, en 0, en —oo.

2. fa(z) = ;;i — en +oo et —

3. f3(xz) = e* —2In(x) + 72% en +o0, en 0 et en 1.
4. f4(x) = % en +oo et en —oo.

5. fs(z) =1In(1 + 2?) en +occ.

6. fo(x) = % en 0.

7. (.’L’) m 35‘12 en 0.

8. fe(z) = &1 5 o) o 1

9. fo(z) = z(ev — 1) en 400 .
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Exercice 8.

Soit f la fonction définie sur R par :

{ fgx)):m(lztﬁ)pourx#O
f(0)y=1

1. Démontrer que f est continue sur R.
2. Démontrer que f est dérivable sur R et donner I’expression de f’.

3. Déterminer la limite en +o0 de f.

Exercice 9.

On définit la fonction ¢ sur Ry par :

p(t) = { ﬁjlot <R
Démontrer que ¢ est continue sur R .
Démontrer que ¢ est dérivable sur R .
Démontrer que ¢ est de classe C! sur [0; +ool.
Etudier la fonction définie sur R par () = 1 — (14 t)e ™.

Démontrer que ¢ réalise une bijection de [0; +oo[ dans J; J étant un ensemble & déterminer.

CUk W =

Exercice 10.

Soit ¢ la fonction définie sur | — 1;1[ par :

g(m)—{ Pivlfzzsix;éo

2
1 x

58ix=0

1. Déterminer le développement limité a ’ordre 2 en zéro de g.
2. En déduire que g est continue et dérivable en 0 et préciser g'(0) .

3. Donner I’équation de la tangente au point d’abscisse 0 de Cy et étudier la position locale de C, par
rapport & sa tangente au voisinage de 0.

1 Informatique

TP1 : statistiques descriptives univariées :
- Savoir simuler des lois usuelles avec rand ou grand,
- Savoir calculer des fréquences avec sum(X==a) /length(X) ou un tableau de fréquences a I’aide de tabul
et des fréquences cumulées avec cumsum

2 Etude locale de fonctions

- Négligeabilité : définition. Théoréme de comparaison des fonctions puissances et théoréme des crois-
sances comparées en terme de négligeabilité. Régles de calculs sur les "petits o" et propriété fondamentales
des "petits o".

- Equivalence : définition. Régles de calculs sur les équivalents. Quelles sont les deux théorémes d’utili-
sation des équivalents ?

- Développements limités d’ordre 1 : définition, condition suffisante pour admettre un DL d’ordre 1
en z( et formule de Taylor-Young.

- Développements limités d’ordre 2 : définition et formule de Taylor-Young.
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- Les développements limités usuels : les connaitre et savoir les retrouver par formule de Taylor-
Young.

- Calculs et applications des développements limités : Calculs d’équivalents et de limites. Etude de la
continuité et de la dérivabilité d’une fonction en un point. Calculs de développements limités simples
pour trouver la position locale de la courbe par rapport & sa tangente en un point ou par rapport a& une
asymptote.

3 Réduction

- Définition des valeurs propres et des vecteurs propres d’une matrice carrée A.
Utilisation de cette définition quand un vecteur propre est suggéré.

- Calcul des valeurs propres de A :

e Cas particuliers : si on connait un polynéme annulateur de A, ses racines sont les seules valeurs propres
possibles de A (admis).

e Cas général : A est valeur propre de A si et seulement si A — A n’est pas inversible.

- Calcul des vecteurs propres de A :

Pour chacune des valeurs propres de A, on calcule E)(A) le sous-espace propre de A associé a cette valeur
propre et on en trouve une base : cela permet d’obtenir une famille libre de M,, 1 (R) constituée de vecteurs
propres de A, tous associés & la méme valeur propre .

On forme alors une famille (X7, X5, ..., X,,) regroupant les bases des sous-espaces propres, et on veéri-
fie si c’est une base de M,, 1(R) .

Si c’est le cas, on peut utiliser le théoréme ci-apreés :
- Matrice diagonalisable : définition de matrices semblables, d’une matrice diagonalisable.

Théoréme (admis) : Soit A € M, (R). S’il existe (X1, Xo,..., X,,) une base de M, 1(R) constituée de
vecteurs propres de A alors A est diagonalisable .

Plus exactement, si on pose P la matrice dont les colonnes sont (X1, Xs,...X,,) et D la matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres correspondantes alors :

A=pPDpP!

- Applications de la réduction : calculs des puissances de A, résolution d’équations matricielles.
cfexos 9,10 et 11 .

4 Variables aléatoires : partie I. du TD "révisions : probabilités discrétes"

- Savoir traduire un événement, le décomposer en union d’événements 2 a 2 incompatibles et calculer
la probabilité en énongant et/ou justifiant les différentes formules utilisées (probabilité d’une union puis
proba des intersections d’événements élémentaires par formule des probabilités composées).

- Loi d’une variable aléatoire X.

- Calcul de P(X <k); P(X > k).

- espérance de X. Existence. Savoir identifier la bonne méthode pour calculer une espérance parmi : la
définition, la linéarité de 'espérance et le théoréme de transfert.

- Variance : définition, théoréme de Koenig-Huygens et propriétés.

-Loide Y = f(X).

- Calculs des probabilités d’une union (formule du crible dans le cas de 2 ou trois événements), calculs de
probabilités d’une intersection.



