
Clemenceau - ECE2- Mme Marcelin

Programme de colle - semaine du 27

Janvier 2020

Note aux colleurs : Merci de commencer la colle en donnant une ou deux questions de l'un des exercices

faits en classe.

Si un étudiant connaît son cours et sait refaire les exercices du TD, il doit avoir au moins la moyenne.

Merci de tester la connaissance du cours à travers son application dans les exercices et de favoriser la

compréhension du cours au "par coeur".

Liste des exercices exigibles

Exercice 1.

Soit f l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

A =

 3 1 0
−4 −1 0
4 −8 −2


1. Déterminer les éléments propres de f . f est-elle diagonalisable ?

2. Déterminer trois vecteurs ~e1, ~e2, ~e3 de R3 formant une base de R3 et véri�ant : f(~e1) = −2~e1
f(~e2) = ~e2
f(~e3) = ~e2 + ~e3

En déduire une matrice triangulaire semblable à A.

Exercice 2.

Soit f l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique B de R3 est A =

1 0 0
0 0 −1
0 1 2

.

1. Montrer que (f − Id)2 = 0.

2. En déduire que f n'est pas diagonalisable.

3. Déterminer une base B′ = (~u,~v, ~w) de R3 dans laquelle la matrice de f s'écrit

T =

1 0 0
0 1 1
0 0 1


4. Justi�er qu'il existe P (que l'on explicitera) telle que A = PTP−1.

Exercice 3.

Soit v ∈ L(R3[X]) dont la matrice dans la base canonique est M =


0 0 0 −1
0 0 0 5
0 0 0 −2
2 3 1 0

.

1. Déterminer une base de Im v et Ker v . En déduire une valeur propre de v.

2. Déterminer les autres valeurs propres de v. Justi�er sans autres calculs que v est diagonalisable.
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Exercice 4.

Véri�er si les intégrales généralisées suivantes sont convergentes et, le cas échéant, les calculer :∫ +∞

3

dt

t
√
t
,

∫ +∞

3

dx

x(ln(x))2
,

∫ 1

0

dt

t ln(t)
,

∫ 2

0

|t− 1|√
t(2− t)

dt,

∫ 1

0

ln(x)√
x
dx

(pour la dernière intégrale, on posera le changement de variable u =
√
x)

Exercice 5.

Déterminer la nature des intégrales suivantes :∫ +∞

0

t3 − 5t2 + 1

2t5 + 2t3 + t2 + 1
dt,

∫ +∞

1

ln

(
1 +

1

x2

)
dx,

∫ +∞

1

t2

2t2
dt

∫ 1

0

ln(1 +
√
t)

t
dt,

∫ 1

0

dt

3
√
t
√

1− t

Exercice 6.

1. Justi�er la convergence de l'intégrale I =
∫ +∞
1

2t ln(t)
(1+t2)2 dt.

2. Trouver les réels a, b et c tels que ∀t ≥ 1, 1
t(1+t2) = a

t + bt+c
1+t2 .

3. Calculer l'intégrale I.

Exercice 7.

Soit f la fonction dé�nie sur R par f(x) = ex

(ex+1)2
.

1. Calculer
∫ x

0
f(t) dt.

2. Montrer que la fonction f est paire.

3. Montrer la convergence et calculer la valeur de
∫ +∞
0

f(t) dt, puis de
∫ +∞
−∞ f(t) dt.

4. Déterminer lim
t→+∞

t3f(t). En déduire la convergence de
∫ +∞
0

t f(t) dt.

5. Justi�er l'existence et donner la valeur de
∫ +∞
−∞ t f(t) dt.

Exercice 8.

SoitX une variable aléatoire réelle admettant pour fonction de répartition : F (x) =

{
0 si x < 0(
1− e− x

2

)3
si x ≥ 0

.

Montrer que X est une variable aléatoire à densité et déterminer une densité de X.

Exercice 9.

1) Soit f : x→
{

6x(1− x) si 0 ≤ x ≤ 1
0 sinon

. Montrer que f est une densité de probabilité.

2) On note Y la variable aléatoire réelle dont f est une densité.
Que vaut Y (Ω) ? Déterminer la fonction de répartition de Y .
3) Calculer P (Y ≤ 1

3 ), P ( 1
4 ≤ Y ≤ 2), P (Y ≥ 2

3 ), P (|Y | ≤ 1
2 ), P (|Y | ≤ −2)

4) Montrer que Y admet une espérance et une variance et les calculer.

Exercice 10.

1) Déterminer a ∈ R de façon que f : x→
{

a
x3 si x ≥ 1
0 si x < 1

soit une densité d'une variable aléatoire

X.
2) Déterminer la fonction de répartition de X.
3) Calculer P (−1 < X < 3), P (X > 2), P (|X| ≤ 1).
4) Montrer que X admet une espérance (et la calculer), mais pas de variance.
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I.Réduction

• Eléments propres d'un endomorphisme f :
- Dé�nition des valeurs propres, spectre, dé�nition des vecteurs propres, du sous-espace propre associé à
une valeur propre.
- Lien avec l'application f − λId.
Cas particulier de la valeur propre 0.
- Polynômes annulateurs et valeurs propres possibles de f .

• Eléments propres d'une matrice carrée A :
- Dé�nition des valeurs propres, spectre, dé�nition des vecteurs propres, du sous-espace propre associé à
une valeur propre.
- Lien avec la matrice A− λI.
- Polynômes annulateurs et valeurs propres possibles de A.
- Si A =MatB(f) : Lien entre les éléments propres de A et les éléments propres de f .

• Réduction :
- Dé�nition d'un endomorphisme diagonalisable, d'une matrice diagonalisable.
- Propriété de liberté des familles de vecteurs propres associés à des valeurs propres distinctes. Corollaire :
nombre maximal de valeurs propres.
- Caractérisation des endomorphismes (matrices diagonalisables) : cas particuliers où f (resp A) a n =
dim(E) valeurs propres ; cas général : caractérisation par la somme des dimensions des sous-espaces
propres.
- Cas particulier des matrices symétriques.

II. Intégration sur un segment et intégrales généralisées

• Convergence et calcul d'intégrales impropres en un ou deux points, �nis ou in�nis.
• Cas particulier des fonctions paires ou impaires sur R.
• Nature des intégrales de Riemann au voisinage de 0, au voisinage de +∞.
• Nature de l'intégrale généralisée d'une fonction positive : cas particulier des intégrales faussement géné-
ralisées en un point �ni, théorèmes de comparaison.
• Convergence de l'intégrale généralisée d'une fonction quelconque : si l'intégrale converge absolument
alors elle converge.

Figurent aussi au programme de colle les révisions des méthodes suivantes :
• Etude des suites dé�nies par une intégrale.
• Etude des fonctions dé�nies par une intégrale.
• Comparaison sommes-intégrales.

III. Variables aléatoires à densité

1. Caractérisation des variables à densité

• Dé�nition et propriétés de la fonction de répartition d'une variable aléatoire X.
• Caractérisation des variables à densité par leur fonction de répartition. Formules liant FX et fX .
• Caractérisation des densités de probabilité.

2. Calculs sur les variables à densité

• Calculs de probabilités : avec la fonction de répartition, avec une densité.
• Dé�nition de l'espérance, théorème de transfert, dé�nition et propriété des moments d'ordre r, dé�nition
de la variance.
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