
Clemenceau - ECE2- Mme Marcelin

Programme de colle - semaine du 2 Mars 2020

Note aux colleurs : Merci de commencer la colle en donnant des questions de cours (éventuellement
une preuve) sur le chapitre 10 et une ou deux questions de l'un des exercices faits en classe.
Si un étudiant connaît son cours et sait refaire les exercices du TD, il doit avoir au moins la moyenne.
Merci de tester la connaissance du cours à travers son application dans les exercices et de favoriser la
compréhension du cours au "par coeur".

Liste des exercices exigibles

Exercice 1.

SoitX une variable aléatoire réelle admettant pour fonction de répartition : F (x) =

{
0 si x < 0(
1− e− x

2

)3
si x ≥ 0

.

Montrer que X est une variable aléatoire à densité et déterminer une densité de X.

Exercice 2.

1) Soit f : x→
{

6x(1− x) si 0 ≤ x ≤ 1
0 sinon

. Montrer que f est une densité de probabilité.

2) On note Y la variable aléatoire réelle dont f est une densité.
Que vaut Y (Ω) ? Déterminer la fonction de répartition de Y .
3) Calculer P (Y ≤ 1

3 ), P ( 1
4 ≤ Y ≤ 2), P (Y ≥ 2

3 ), P (|Y | ≤ 1
2 ), P (|Y | ≤ −2)

4) Montrer que Y admet une espérance et une variance et les calculer.

Exercice 3.

1) Déterminer a ∈ R de façon que f : x→
{

a
x3 si x ≥ 1
0 si x < 1

soit une densité d'une variable aléatoire

X.
2) Déterminer la fonction de répartition de X.
3) Calculer P (−1 < X < 3), P (X > 2), P (|X| ≤ 1).
4) Montrer que X admet une espérance (et la calculer), mais pas de variance.

Exercice 4. : loi de Y=g(X)
Soit X une variable aléatoire à densité admettant une densité fX .

1. Véri�er que Y = −2X + 3 est une variable à densité et exprimer une densité fY de Y en fonction
de fX .

2. Véri�er que Z = eX est une variable à densité et exprimer une densité fZ de Z en fonction de fX .

3. On supose X(Ω) ⊂ R+. Véri�er que V =
√
X est une variable à densité et exprimer une densité

fV de V en fonction de fX .

4. Véri�er que U = X2 est une variable à densité et exprimer une densité fU de U en fonction de fX .

Exercice 5.

On considère une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur [−1, 1].

1. On considère Y = |X|. Calculer E(Y ) puis déterminer la loi de Y . Retrouver autrement la valeur
de l'espérance.

2. On considère Z = eX . Calculer E(Z) puis déterminer une densité de Z. Retrouver autrement la
valeur de l'espérance.
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Exercice 6.

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre 1
2 .

1. (a) Déterminer une densité de Y =
√
X.

(b) Déterminer l'espérance et la variance de Y .

2. Déterminer une densité de Z = X2.

Exercice 7.

Utilisation des tables de la loi normale centrée réduite

1. Soit X suivant la loi N (0, 1). Déterminer P (X ≤ −0, 81), P (|X| ≤ 1, 17).

2. Soit X suivant la loi N (0, 1). Déterminer t > 0 tel que P (|X| < t) = 0, 95.

3. Soit X suivant la loi N (8, 4). Calculer P (X > 8, 5), P (6, 5 < X < 10) , P[X>5](X > 6).

4. Soit X une variable aléatoire gaussienne. Déterminer l'espérance et la variance de X sachant :{
P (X < −1) = 0, 025
P (X > 3) = 0, 242

Exercice 8.

Soit U une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0, 1] et λ un réel strictement positif.

1. Déterminer la loi de V = 1− U .
2. Déterminer la loi de X = − ln(1−U)

λ .

3. En déduire une simulation informatique de la loi exponentielle de paramètre λ utilisant uniquement
la fonction prédé�nie rand().

Exercice 9.

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramètre λ.
On dé�nit les variables aléatoires U = sup(X,Y ) et V = inf(X,Y ) .
1) Déterminer une densité g de U .
2) Reconnaître la loi de V . En déduire l'espérance et la variance de V .
3) Exprimer U + V en fonction de X et Y . En déduire l'espérance de U .

Exercice 10.

Soient deux variables aléatoires réelles X et U dé�nies sur le même espace probabilisé (Ω,A, P ), indépen-
dantes, X suivant la loi normale centrée réduite et U suivant la loi uniforme sur {−1, 1}.
On dé�nit Y = UX .

1. Montrer ∀x ∈ R, P (Y ≤ x) = 1
2P (X ≤ x) + 1

2P (X ≥ −x).

2. En déduire que Y suit une loi normale centrée réduite.

3. Calculer l'espérance de U puis montrer que E(XY ) = 0.

4. En déduire que cov(X,Y ) = 0.

Exercice 11.

Rappels : dé�nition de la partie entière : Pour tout réel x, on appelle partie entière de x l'entier le
plus proche de x par valeurs inférieure c'est-à-dire l'unique entier relatif noté bxc véri�ant l'inégalité

bxc ≤ x < bxc+ 1

Exemples : b2, 83c = 2
b−2, 83c = −3
bxc = −3⇔ −3 ≤ x < −2

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre 1. On pose Y = bXc.
1. Déterminer Y (Ω) puis calculer P (Y = k) ∀k ∈ Y (Ω)

(on pourra commencer par calculer P (Y = 0) et P (Y = 1) par exemple)

2. Véri�er que la variable Z = Y + 1 suit une loi géométrique dont on déterminera le paramètre. En
déduire E(Y ) et V (Y ).

3. On dé�nit maintenant la partie décimale de X par : D = X − bXc.
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(a) Justi�er : ∀t < 0, FD(t) = 0 et ∀t ≥ 1, FD(t) = 1.

(b) Justi�er l'égalité : ∀t ∈ [0, 1[, (D ≤ t) =
+∞⋃
n=0

[n ≤ X ≤ n+ t] .

(faire un dessin. On pourra commencer par traduire [D ≤ 1
3 ] par exemple)

(c) En déduire : ∀t ∈ [0, 1[, FD(t) = 1−e−t

1−e−1 .

(d) Véri�er que D est une variable à densité et donner une densité de D.

I. révisions d'algèbre

Chapitres 1, 5 et 8 : espaces vectoriels, applications linéaires et réduction.

II. Intégration sur un segment et intégrales généralisées

• Convergence et calcul d'intégrales impropres en un ou deux points, �nis ou in�nis.
• Cas particulier des fonctions paires ou impaires sur R.
• Nature des intégrales de Riemann au voisinage de 0, au voisinage de +∞.
• Nature de l'intégrale généralisée d'une fonction positive : cas particulier des intégrales faussement géné-
ralisées en un point �ni, théorèmes de comparaison.
• Convergence de l'intégrale généralisée d'une fonction quelconque : si l'intégrale converge absolument
alors elle converge.

Figurent aussi au programme de colle les révisions des méthodes suivantes :
• Etude des suites dé�nies par une intégrale.
• Etude des fonctions dé�nies par une intégrale.
• Comparaison sommes-intégrales.

III. Variables aléatoires à densité

1. Caractérisation des variables à densité

• Dé�nition et propriétés de la fonction de répartition d'une variable aléatoire X.
• Caractérisation des variables à densité par leur fonction de répartition. Formules liant FX et fX .
• Caractérisation des densités de probabilité.

2. Calculs sur les variables à densité

• Calculs de probabilités : avec la fonction de répartition, avec une densité.
• Dé�nition de l'espérance, théorème de transfert, dé�nition et propriété des moments d'ordre r, dé�nition
de la variance.
• Preuve : Soit X admettant un moment d'ordre 2. Montrer que X∗ = X−E(X)

σ(X) est centrée et réduite.

3. Lois usuelles

• 1. Lois uniformes sur [a; b] : - densité, fonction de répartition, espérance, variance.
- Transformation a�ne d'une uniforme. Preuve de : si X ↪→ U([0; 1]) alors Y = a+ (b− a)X ↪→ U([a; b])
.
• 2. Lois exponentielles :- densité, fonction de répartition, espérance, variance. Calculs d'intégrales en re-
connaissant des moments d'ordre 1 ou 2 de la loi exponentielle.
- Variables aléatoires sans mémoire : dé�nitions ; une variable exponentielle est sans mémoire. Preuves.

• 3. Lois normales :
- Loi normale centrée réduite : densité, fonction de répartition, espérance, variance. Calculs d'intégrales
en reconnaissant des moments d'ordre 1 ou 2 de la loi normale centrée réduite.
- Propriétés de la fonction de répartition Φ d'une loi normale centrée réduite. Utilisation de son tableau
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pour calculer des probabilités.
- Lois normales : densité, fonction de répartition, espérance, variance.
- Variable aléatoire centrée réduite associée à X ↪→ N (m,σ2). Utilisation de la centrée réduite associée
pour calculer des probabilités.
Transformation a�ne d'une normale. Somme de n variables aléatoires indépendantes suivant une loi nor-
male.
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