Clemenceau - ECE2- Mme Marcelin

Programme de colle - semaine du 9 Mars 2020

Liste des exercices exigibles

Exercice 1.
Pour chacune des fonctions suivantes :
a) Calculer les dérivées partielles premiéres et secondes de f sur R2.
b) Déterminer les extremas locaux de f sur R2.
1. f définie sur R? par f(z,y) = xy(z +y — 1).
2. f deéfinie sur R? par f(z,y) = 23 + 3xy? — 152 — 12y.

Exercice 2.
On considére une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur [—1, 1].

1. On considére Y = | X|. Calculer E(Y') puis déterminer la loi de Y. Retrouver autrement la valeur
de I’espérance.

2. On considére Z = eX. Calculer E(Z) puis déterminer une densité de Z. Retrouver autrement la
valeur de 1’espérance.

Exercice 3.
Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre %
1. (a) Déterminer une densité de ¥ = v X.
(b) Déterminer l’espérance et la variance de Y.

2. Déterminer une densité de Z = X 2.

Exercice 4.
Utilisation des tables de la loi normale centrée réduite

1. Soit X suivant la loi A/(0,1). Déterminer P(X < —0,81), P(|X| < 1,17).

2. Soit X suivant la loi N(0,1). Déterminer ¢ > 0 tel que P(|X| < t) =0, 95.

3. Soit X suivant la loi NV (8,4). Calculer P(X > 8,5), P(6,5 < X < 10) , Pxs5/(X > 6).

4. Soit X une variable aléatoire gaussienne. Déterminer I’espérance et la variance de X sachant :
P(X <-1) = 0,025
P(X>3) = 0,242

Exercice 5.
Soit U une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0, 1] et A un réel strictement positif.

1. Déterminer laloide V=1-U.
_In(1-0U)
—_ -
3. En déduire une simulation informatique de la loi exponentielle de paramétre A utilisant uniquement
la fonction prédéfinie rand().

2. Déterminer la loi de X =

Exercice 6.

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramétre .
On définit les variables aléatoires U = sup(X,Y) et V =inf(X,Y) .

1) Déterminer une densité g de U.

2) Reconnaitre la loi de V. En déduire l'espérance et la variance de V.

3) Exprimer U + V en fonction de X et Y. En déduire ’espérance de U.
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Exercice 7.

Soient deux variables aléatoires réelles X et U définies sur le méme espace probabilisé (2, 4, P), indépen-
dantes, X suivant la loi normale centrée réduite et U suivant la loi uniforme sur {—1,1}.

On définit Y =UX .

1. Montrer Vo € R, P(Y <z) = 1P(X <2)+ iP(X > —2).
. En déduire que Y suit une loi normale centrée réduite.

. Calculer I’espérance de U puis montrer que E(XY) = 0.

. En déduire que cov(X,Y) = 0.

= W N

Exercice 8.
Rappels : définition de la partie entiére : Pour tout réel x, on appelle partie entiére de x 'entier le
plus proche de x par valeurs inférieure c’est-a~dire l'unique entier relatif noté || vérifiant 'inégalité

“xJﬁz<LxJ+1‘

Ezemples : |2,83| =2
|-2,83] = -3
lz] =-3& 3<z< -2

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre 1. On pose Y = | X |.

1. Déterminer Y () puis calculer P(Y = k) Vk € Y (Q?)
(on pourra commencer par calculer P(Y = 0) et P(Y = 1) par exemple)

2. Vérifier que la variable Z =Y + 1 suit une loi géométrique dont on déterminera le paramétre. En
déduire E(Y) et V(Y).

3. On définit maintenant la partie décimale de X par: D = X — | X|.
(a) Justifier : V¢ <0, Fp(t)=0et Vt > 1, Fp(t) = 1.

+oo
(b) Justifier l’égalité : Ve € [0,1[, (D <t)= Un <X <n+1].
n=0
(faire un dessin. On pourra commencer par traduire [D < %} par exemple)
(¢) En déduire : V¢ € [0,1], Fp(t) = :=%.

(d) Vérifier que D est une variable & densité et donner une densité de D.

—t

I. révisions d’algébre

Chapitres 1, 5 et 8 : espaces vectoriels, applications linéaires et réduction.

I1. Fonctions de deux variables

e Recherche et représentation graphique de ’ensemble de définition d’une fonction de 2 variables.

e Les théorémes généraux sur les fonctions continues, de classe C!, de classe C2.

e Calculs de dérivées partielles premiéres sur un ouvert O et définition du gradient en un point.

e Recherche des points critiques sur un ouvert O : possibles extremas locaux.

e Calcul des dérivées partielles secondes sur un ouvert O et théoréme de Schwarz pour les fonctions de
classe C?.

e Vérification des possibles extremas locaux d’une fonctions de classe C? sur un ouvert O en cherchant
les valeurs propres de la matrice hessienne en un point critique fixé (zo, yo)-

e Définition mathématique d’un maximum global, d’'un minimum global et utilisation de cette définition
pour vérifier si on a un extremum global en un point (zg, yo).

Remarque : Nous nous contenterons de 1’étude de fonctions définies et de classe C? sur un ouvert de R2.
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ITI. Variables aléatoires & densité

1. Caractérisation des variables 4 densité

e Définition et propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire X.
e Caractérisation des variables & densité par leur fonction de répartition. Formules liant Fy et fx.
e Caractérisation des densités de probabilité.

2. Calculs sur les variables & densité

e Calculs de probabilités : avec la fonction de répartition, avec une densité.
e Définition de I’espérance, théoréme de transfert, définition et propriété des moments d’ordre r, définition

de la variance.
X—E(X)

e Soit X admettant un moment d’ordre 2. Montrer que X* = X est centrée et réduite.
3. Lois usuelles
e 1. Lois uniformes sur [a;b] : - densité, fonction de répartition, espérance, variance.

- Transformation affine d’une uniforme : si X — U([0;1]) alors Y =a+ (b — a)X — U([a;b]) .

e 2. Lois exponentielles :- densité, fonction de répartition, espérance, variance. Calculs d’intégrales en re-
connaissant des moments d’ordre 1 ou 2 de la loi exponentielle.

- Variables aléatoires sans mémoire : définitions; une variable exponentielle est sans mémoire.

e 3. Lois normales :

- Loi normale centrée réduite : densité, fonction de répartition, espérance, variance. Calculs d’intégrales
en reconnaissant des moments d’ordre 1 ou 2 de la loi normale centrée réduite.

- Propriétés de la fonction de répartition ® d’une loi normale centrée réduite. Utilisation de son tableau
pour calculer des probabilités.

- Lois normales : densité, fonction de répartition, espérance, variance.

- Variable aléatoire centrée réduite associée & X < N(m,o?). Utilisation de la centrée réduite associée
pour calculer des probabilités.

Transformation affine d’une normale. Somme de n variables aléatoires indépendantes suivant une loi nor-
male.



