
Clemenceau - ECE2- Mme Marcelin

Programme de colle - semaine du 16 Mars

2020

Note aux colleurs : Des questions de cours sur les chapitres 11 et 12 seront posées aux étudiants.

Liste des exercices exigibles

Exercice 1.

Pour chacune des fonctions suivantes :
a) Calculer les dérivées partielles premières et secondes de f sur R2.
b) Déterminer les extremas locaux de f sur R2.

1. f dé�nie sur R2 par f(x, y) = xy(x+ y − 1).

2. f dé�nie sur R2 par f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y.

Exercice 2.

Soit f la fonction dé�nie sur R2 par : ∀ (x, y) ∈ R2, f (x, y) = x ex(y
2+1)

1. Justi�er que f est de classe C2 sur R2.

2. (a) Déterminer les dérivées partielles premières de f

(b) En déduire que le seul point en lequel f est susceptible de présenter un extremum local est
A = (−1, 0).

3. (a) Déterminer les dérivées partielles secondes de f .

(b) Montrer qu'e�ectivement, f présente un extremum local en A. En préciser la nature et la valeur.

4. (a) Montrer que : ∀ (x, y) ∈ R2, f (x, y) ≥ x ex.
(b) En étudiant la fonction g dé�nie sur R par g (x) = x ex, conclure que l'extremum trouvé à la

question 2b) est un extremum global de f sur R2.

Exercice 3.

1. On considère la fonction g dé�nie pour tout x élément de R×+ par g(x) = lnx+ 2x+ 1.

(a) Etudier les variations de g et donner les limites de g en 0+ et en +∞.

(b) En déduire qu'il existe un unique réel α, élément de

]
0;

1

e

[
tel que g(α) = 0.

2. On considère la fonction de deux variables réelles f dé�nie par :

∀(x, y) ∈ R×+ × R f(x, y) = x(lnx+ x+ y2)

(a) Déterminer le seul point critique de f , c'est à dire le seul couple de R×+ × R en lequel f est
susceptible de présenter un extremum.

(b) Véri�er que f présente un minimum relatif m en ce point.

(c) Montrer que m = −α(α+ 1).
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Exercice 4.

On considère la fonction f dé�nie, pour tout couple (x, y) de l'ouvert ]0,+∞[×]0,+∞[, par :

f(x, y) = (x+ y)

(
1

x
+

1

y

)
.

1. Montrer que, pour tout couple (x, y) de ]0,+∞[×]0,+∞[, on a :

f(x, y) = 2 +
y

x
+
x

y
et f(x, y) =

(x+ y)2

xy
.

2. Montrer que f est de classe C2 sur ]0,+∞[×]0,+∞[.

3. Montrer que f possède une in�nité de points critiques et les déterminer.

4. Déterminer les dérivées partielles secondes de f et véri�er que ces dernières ne permettent pas de
conclure à l'existence d'un extremum local de f sur ]0,+∞[×]0,+∞[.

5. (a) Comparer les réels (x+ y)2 et 4xy.

(b) En déduire que f admet sur ]0,+∞[×]0,+∞[ un minimum global en tous ses points critiques
et donner sa valeur.

6. Soit g la fonction dé�nie pour tout (x, y) de ]0,+∞[×]0,+∞[, par :

g(x, y) = 2 ln(x+ y)− lnx− ln y.

Montrer que : ∀(x, y) ∈]0,+∞[×]0,+∞[, g(x, y) ≥ 2 ln 2.

Exercice 5.

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal à 2.
On considère une épreuve aléatoire pouvant aboutir à 3 résultats di�érents R1, R2 et R3 de probabilités
respectives P1, P2 et P3. On a donc P1+P2+P3 = 1 et on admet que, pour tout i de {1, 2, 3}, 0 < Pi < 1.
On e�ectue n épreuves indépendantes du type de celle décrite ci-dessus.
Pour tout i de {1, 2, 3}, on note Xi la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro i n'est pas obtenu
à l'issue des n épreuves et 0 sinon.
On désigne par X la variable égale au nombre de résultats qui n'ont pas été obtenus à l'issue des n
épreuves.

1.

(a) Justi�er soigneusement que X = X1 +X2 +X3.

(b) Donner la loi de Xi, pour tout i de {1, 2, 3}.
(c) En déduire l'espérance de X, notée E(X).

La suite de cet exercice consiste à rechercher les valeurs des réels Pi en lesquelles E(X) admet un
minimum local. Pour ce faire, on note f la fonction dé�nie sur l'ouvert ]0, 1[×]0, 1[ de R2 par :
f(x, y) = (1− x)n + (1− y)n + (x+ y)n.

2.

(a) On pose P1 = x et P2 = y. Véri�er que E(X) = f(x, y).

(b) Montrer que f est une fonction de classe C2 sur ]0, 1[×]0, 1[.
(c) Déterminer les dérivées partielles d'ordre 1 de f .

(d) Démontrer que f présente un unique extremum local et donner sa nature.

(e) Donner la valeur de E(X) correspondant à ce minimum.

I. révisions d'analyse

Révisions : étude de fonctions à variable réelle : fonctions usuelles, parité, continuité, dérivabilité,
variations, convexité, bijectivité, bijection réciproque...etc...
+Les chapitres suivants : chapitre 2 : étude locale ; chapitre 3 : séries ; chapitre 4 : suites
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II. Fonctions de 2 variables

• Recherche et représentation graphique de l'ensemble de dé�nition d'une fonction de 2 variables.
• Les théorèmes généraux sur les fonctions continues, de classe C1, de classe C2.
• Calculs de dérivées partielles premières sur un ouvert O et dé�nition du gradient en un point.
• Recherche des points critiques sur un ouvert O : possibles extremas locaux.
• Calcul des dérivées partielles secondes sur un ouvert O et théorème de Schwarz pour les fonctions de
classe C2.
• Véri�cation des possibles extremas locaux d'une fonctions de classe C2 sur un ouvert O en cherchant
les valeurs propres de la matrice hessienne en un point critique �xé (x0, y0).
• Dé�nition mathématique d'un maximum global, d'un minimum global et utilisation de cette dé�nition
pour véri�er si on a un extremum global en un point (x0, y0).

Remarque : Nous nous contenterons de l'étude de fonctions dé�nies et de classe C2 sur un ouvert de R2.

III. Estimation ponctuelle et majorations de probabilités

1) Estimation ponctuelle

• Dé�nition d'un n-échantillon de la loi de X, de l'échantillon observé.
• Dé�nition d'un estimateur d'un paramètre g(θ), de l'estimation de g(θ).
• Dé�nition du biais d'un estimateur Tn de g(θ). Estimateur sans biais, estimateur asymptotiquement
sans biais.
• Dé�nition du risque quadratique de Tn.
Formule de calcul du risque quadratique : décomposition comme somme de la variance et

du carré du biais. Preuve ∗
• Propriété : une suite d'estimateurs (Tn) est convergente si et seulement si lim

n→+∞
r(Tn) = 0.
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