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Chapitre 1
Espaces vectoriels réels

I Structure d’espace vectoriel réel

1 Définition
Définition 1

Soit E un ensemble muni d’une loi d’addition (notée +) et d’une loi de produit par un réel (notée .).

On dit que E (ou (E,+, .)) est un espace vectoriel réel (ou R-espace vectoriel )si :

— E est stable par somme : pour tout ~x élément de E, pour tout ~y élément de E,
la somme ~x+ ~y reste dans E.

— E est stable par multiplication par un réel : pour tout ~x élément de E, pour
tout λ réel, λ.~x reste dans E.

— Propriétés de la loi + :
— Commutativité : ∀~x, ~y ∈ E, ~x+ ~y = ~y + ~x.
— Associativité : ∀~x, ~y, ~z ∈ E, (~x+ ~y) + ~z = ~x+ (~y + ~z).
— Élément neutre : il existe un élément ~0 ∈ E tel que pour tout ~x ∈ E, ~x+~0(= ~0 + ~x) = ~x.

Cet élément est forcément unique.
— Élément symétrique : pour tout ~x ∈ E, il existe un unique élément ~y ∈ E tel que ~x+~y = ~0.

Cet élément, forcément unique, est noté −~x.
— Propriétés de la loi . :

— Pour tout ~x ∈ E et tous réels λ et µ on a : λ.(µ.~x) = (λµ).~x = µ.(λ.~x).
— Pour tout ~x ∈ E, 1.~x = ~x.

— Distributivité de la loi . sur la loi + :
— ∀~x, ~y ∈ E, ∀λ ∈ R, λ.(~x+ ~y) = λ.~x+ λ.~y.
— ∀~x ∈ E, ∀λ, µ ∈ R, (λ+ µ).~x = λ.~x+ µ.~x.

Vocabulaire :
• Les éléments de E sont appelés vecteurs, et ceux de R sont appelés scalaires : les vecteurs sont notés ~x
dans le cours, pour ne pas les confondre avec les scalaires, mais cette notation n’est pas d’usage dans tous
les espaces vectoriels.
• L’élément neutre ~0, aussi appelé vecteur nul, dépend de l’espace vectoriel E. On le note donc aussi ~0E .
Par commodité, on va vite le noter 0 mais il faudra garder en mémoire que c’est le vecteur nul et non le
réel nul.

Dans la suite, E est un espace vectoriel réel.

La notion fondamentale dans la structure d’espace vectoriel est la notion de combinaison linéaire :
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Définition 2 : combinaisons linéaires

• Soit ~x un vecteur de E.
On appelle vecteur colinéaire à ~x tout vecteur ~v qui peut s’écrire sous la forme :

~v = λ~x, λ ∈ R

• Soient ~x et ~y deux vecteurs de E.
On appelle combinaison linéaire de ~x et ~y tout vecteur ~v qui peut s’écrire sous la forme :

~v = λ~x+ µ~y, (λ, µ) ∈ R2

• Soit F =(~x1, ~x2, ~x3, ....~xp) une famille de p ∈ N∗ vecteurs de E.
On appelle combinaison linéaire de la famille F tout vecteur ~v qui peut s’écrire sous la forme

~v = λ1.~x1 + λ2.~x2 + ...+ λp.~xp =

p∑
i=1

λi~xi, (λ1, λ2, ..., λp) ∈ Rp

Propriété 1( fondamentale)

Un espace vectoriel est stable par combinaisons linéaires : si un vecteur ~v est combinaison linéaire
de vecteurs appartenant à E alors ~v appartient à E.

2 Espaces fondamentaux
Pour chacun des ensembles suivants, il faudra :

— Savoir que c’est un espace vectoriel muni de ses lois somme et produit par un scalaire (il faudra
savoir sommer des vecteurs et multiplier un vecteur par un scalaire dans ces ensembles).

— Connaître l’élément neutre de l’ensemble.
— Connaître la base canonique de l’ensemble s’il en a et donc connaître par coeur sa dimension.

a) Rn : l’ensemble des n-uplets de réels

L’addition et le produit par un scalaire sont réalisées coordonnée par coordonnée :(
x1, ..., xn

)
+
(
y1, ..., yn

)
=
(
x1 + y1, ..., xn + yn

)
et λ

(
x1, ..., xn

)
=
(
λx1, ..., λxn

)
.

L’ensemble Rn est un espace vectoriel, d’élément neutre le vecteur ~0Rn = (0, 0, ..., 0).
On verra plus loin que sa dimension est n, car ses bases ont n vecteurs.

Base canonique : c’est la famille
[(
1, 0, ..., 0

)
,
(
0, 1, 0, ..., 0

)
, . . . ,

(
0, 0, ..., 0, 1

)]
, qui comporte bien n vec-

teurs.

b) Mn,p(R) : l’ensemble des matrices de taille n× p à coefficients réels

L’addition et le produit par un scalaire sont réalisées coordonnée par coordonnée :a1,1 −−− a1,p∣∣ −−−
∣∣

an,1 −−− an,p

+

b1,1 −−− b1,p∣∣ −−−
∣∣

bn,1 −−− bn,p

 =

a1,1 + b1,1 −−− a1,p + b1,p∣∣ −−−
∣∣

an,1 + bn,1 −−− an,p + bn,p


et λ

a1,1 −−− a1,p∣∣ −−−
∣∣

an,1 −−− an,p

 =

λa1,1 −−− λa1,p∣∣ −−−
∣∣

λan,1 −−− λan,p

.

L’ensemble Mn,p(R) est un espace vectoriel, d’élément neutre le vecteur ~0Mn,p(R) =

0 −−− 0∣∣ −−− ∣∣
0 −−− 0


.
On verra plus loin que sa dimension est n× p, car ses bases ont n× p vecteurs.

Base canonique : c’est la famille



1 −−− 0
0 −−− 0∣∣ −−− ∣∣
0 −−− 0

 ,


0 1 −−− 0
0 0 −−− 0∣∣ ∣∣ −−− ∣∣
0 0 −−− 0

 , . . . ,


0 −−− 0
0 −−− 0∣∣ −−− ∣∣
0 −−− 1


, qui
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comporte bien n× p matrices.

c) R[X] : l’ensemble des polynômes à coefficients réels

L’addition et le produit par un scalaire sont celles définies classiquement sur les fonctions :
(P +Q)(x) = P (x) +Q(x) et (λP )(x) = λP (x).

L’ensemble R[X] est un espace vectoriel, d’élément neutre le polynôme nul.
On verra plus loin qu’il est de dimension infinie, c’est-à-dire que ses bases ont une infinité de polynômes.
Base canonique : c’est la famille [1 = X0, X = X1, X2,−−−, Xn,−−−] pour n ∈ N, qui comporte bien
une infinité de polynômes.
Notation : on note Xi = Pi le polynôme Pi(x) = xi.

d) Rn[X] : l’ensemble des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à n

L’ensemble Rn[X] des polynômes de degré inférieur ou égal à n est un sous-espace vectoriel de R[X].
On verra plus loin qu’il est de dimension n+ 1, c’est-à-dire que ses bases ont n+ 1 polynômes.
Base canonique : c’est la famille [1 = X0, X = X1, X2,−−−, Xn], qui comporte bien n + 1 polynômes.

e) RN : l’ensemble des suites à termes réels

L’ensemble RN des suites réelles est un espace vectoriel d’élément neutre la suite nulle (suite dont tous les
termes sont nuls) .
RN est un espace vectoriel de dimension infinie. Il n’y a pas de base canonique sur cet ensemble.

f) F(A,R) : l’ensemble des fonctions de A dans R

L’ensemble F(A,R) des applications d’un ensemble quelconque A dans R est un espace vectoriel réel,
d’élément neutre la fonction nulle.
Sa dimension dépend de A (égale à CardA s’il est fini, infinie sinon).
Il n’y a pas de base canonique sur cet ensemble.

3 Sous-espaces vectoriels
On se place dans un espace vectoriel E.

a) Définition

Définition 3
Un sous-ensemble F de E est appelé sous-espace vectoriel de E si, muni des mêmes lois, il est aussi
un espace vectoriel.

Exemples
- R[X] est un sous-espace vectoriel de F(R,R).
-Rn[X] est un sous-espace vectoriel de R[X].

b) Caractérisation d’un sous-espace vectoriel

Propriété 2 : méthode pour démontrer qu’un ensemble implicite est un espace vectoriel
Un ensemble F est un sous espace vectoriel d’un espace vectoriel E si et seulement si :
• F est bien un sous-ensemble de E : F ⊂ E
•F n’est pas vide : F 6= ∅ (en pratique on vérifie que F contient l’élément neutre : ~0E ∈ F )
•F est stable par somme : ∀~x, ~y ∈ F, ~x+ ~y ∈ F
•F est stable par multiplication par un scalaire : ∀λ ∈ R,∀~x ∈ F, λ.~x ∈ F
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Exemples triviaux : {~0E} et E sont des sous-espaces vectoriels de E, quelque soit l’espace vectoriel E.

Remarques
1. C’est avec cette propriété, beaucoup plus simple, qu’on montrera toujours qu’un ensemble implicite est

un espace vectoriel, en montrant que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.

2. Les deux derniers points de la caractérisation peuvent être fusionnés en une seule propriété :
la stabilité par combinaisons linéaires (cf preuve de la propriété 1) :

∀~x, ~y ∈ F, ∀λ, µ ∈ R, λ.~x+ µ.~y ∈ F

Exercice
Soit A ∈Mn(R). Prouver que l’ensemble F ci-dessous est un espace vectoriel :
F = {X ∈Mn,1(R)|AX = 0}
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c) Sous-espace vectoriel engendré par une famille

Définition 4

Soit (~x1, . . . , ~xp) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E.

On noteVect(~x1, . . . , ~xp) l’ensemble constitué de toutes les combinaisons linéaires de la famille (~x1, . . . , ~xp).

Vect(~x1, . . . , ~xp) =
{
λ1~x1 + λ2~x2 + ...+ λp~xp

∣∣ (λ1, . . . , λp) ∈ Rp
}

Exemples

— Dans R2 : V ect((1, 0), (0, 1)) =

— DansM2(R) : V ect
((

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

))
=

Théorème 3

Soit (~x1, . . . , ~xp) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E, alors Vect(~x1, . . . , ~xp) est un sous-
espace vectoriel de E.
On l’appelle le sous espace vectoriel de E engendré par la famille (~x1, . . . , ~xp).

Preuve
Soit E un espace vectoriel,
Cas de deux vecteurs : soient ~x et ~y deux vecteurs de E . Montrons que V ect(~x, ~y) est un sous-espace vectoriel de E. Par
définition,

V ect(~x, ~y) = {λ~x+ µ~y; (λ, µ) ∈ R2}
On a alors :

— V ect(~x, ~y) ⊂ E par stabilité de E par combinaisons linéaires.
— ~0 ∈ V ect(~x, ~y) car ~0 = 0~x+ 0~y.
— Soient (~v, ~w) ∈ V ect(~x, ~y)2, alors il existe (λ1, µ1) ∈ R2 et (λ2, µ2) ∈ R2 tels que : ~v = λ1~x+ µ1~y et ~w = λ2~x+ µ2~y.

Ainsi, ~v+ ~w = λ1~x+µ1~y+λ2~x+µ2~y = λ1~x+λ2~x+µ1~y+µ2~y = (λ1+λ2)~x+(µ1+µ2)~y. Donc ~v+ ~w ∈ V ect(~x, ~y) :
V ect(~x, ~y) est bien stable par somme.

— Soient (~v, α) ∈ V ect(~x, ~y)× R, alors il existe (λ, µ) ∈ R2 tels que ~v = λ~x+ µ~y donc α~v = α(λ~x+ µ~y) = αλ~x+ αµ~y.
Donc α~v ∈ V ect(~x, ~y) : V ect(~x, ~y) est stable par multiplication par un scalaire.

Ainsi, V ect(~x, ~y) est un sous-espace vectoriel de E.

Remarques
1. Vect(~x1, . . . , ~xp) est le plus petit espace vectoriel contenant les vecteurs ~x1, . . . , ~xp.En effet, si F est un

sous-espace vectoriel de E contenant ces vecteurs, alors par stabilité par combinaisons linéaires il contient
toutes les combinaisons linéaires de ces vecteurs donc il contient Vect(~x1, . . . , ~xp).
Ainsi, Vect(~x1, . . . , ~xp) ⊂ F .

2. Attention, la notation Vect est un faux ami : elle ne veut pas dire vecteur ! C’est un espace vectoriel donc
un ensemble, il contient plusieurs éléments, pas un seul vecteur !
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Methode : Montrer qu’un ensemble explicite est un espace vectoriel
Nouvelle méthode pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel : on le met sous la forme V ect(~f1, ~f2, ..., ~fp).

Exemple : Montrer que l’ensemble F des matrices de M3(R) de la forme

a+ b a b
a a+ b b
a b a+ b

 où a et b sont

des réels est un sous-espace vectoriel deM3(R).

II Familles d’éléments d’un espace vectoriel

Nous souhaitons définir correctement la notion de base de E de façon à ce qu’une famille de vecteurs
B = (~e1, ~e2, ..., ~en) de E soit appelée une base de E si et seulement si tous les vecteurs de E se décomposent
de manière unique comme combinaison linéaire des éléments de B.
Pour cela nous allons caractériser une base à l’aide de 2 notions : la notion de famille génératrice de E
et la notion de famille libre.

1 Familles génératrices

Définition 5

Une famille (~x1, . . . , ~xp) de vecteurs de E est dite génératrice de E si tout vecteur de E est une
combinaison linéaire de la famille (~x1, . . . , ~xp), c’est-à-dire :

∀~x ∈ E, ∃(λ1, . . . , λp) ∈ Rp, ~x = λ1~x1 + λ2~x2 + ...+ λp~xp

Cela revient à dire que :

E = Vect(~x1, . . . , ~xp)

Exemples

— La famille ((1, 1)) n’est pas génératrice de R2.
— La famille ((1, 1), (2, 2)) n’est pas génératrice de R2.
— La famille ((1, 0), (0, 2), (1, 2)) est génératrice de R2.

Remarque
Une famille peut être génératrice de E et avoir "trop de vecteurs". Dans ce cas, la décomposition d’un
vecteur dans cette famille n’est pas unique.
Par exemple, le vecteur (2, 6) s’écrit :
(2, 6) = 2(1, 0) + 3(0, 2) + 0(1, 2)
= −(1, 0) + 0(0, 2) + 3(1, 2)
= 0(1, 0) + (0, 2) + 2(1, 2)
Pour que tout vecteur de E puisse s’écrire en fonction d’une même famille F , et que la décomposition dans
cette famille soit unique, il faut que la famille F soit une famille génératrice de E, mais aussi qu’elle vérifie
une autre propriété : la propriété de liberté :
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Methode : Trouver une famille génératrice de E
Pour trouver une famille génératrice d’un e.v. E, on le met sous la forme E = Vect(~x1, . . . , ~xp).

2 Familles libres
a) Définition

Remarque
Soit (~x1, . . . , ~xp) une famille quelconque de vecteurs de E.
le vecteur ~0 admet toujours une décomposition sur les vecteurs de cette famille appelée décomposition triviale :
~0 = 0~x1 + 0~x2 + ...+ 0~xp.

Définition 6

Une famille (~x1, . . . , ~xp) de vecteurs de E est dite libre (ou linéairement indépendante) si la décom-
position triviale est la seule décomposition du vecteur nul comme combinaison linéaire des vecteurs de
cette famille.
Cela s’écrit :

∀(λ1, λ2, ..., λp) ∈ Rp, λ1~x1 + λ2~x2 + ...+ λp~xp = ~0⇒ λ1 = · · · = λp = 0

Une famille qui n’est pas libre est dite liée (ou linéairement dépendante).

Methode
Pour vérifier la liberté d’une famille d’au moins 3 vecteurs , on résout l’équation λ1~x1 + λ2~x2 + ... + λp~xp = ~0,
d’inconnues (λ1, λ2, ..., λp) ∈ Rp.

Exemples
- La famille

(
(1, 1, 2), (2, 1, 1), (−3,−2,−3)

)
est-elle une famille libre dans R3 ?

b) Caractérisation des familles liées

Propriété 4 : Caractérisation des familles liées
Une famille d’au moins 2 vecteurs est liée si et seulement si au moins l’un de ses vecteurs peut s’exprimer
comme une combinaison linéaire des autres.

Exemple
En montrant que la famille

(
(1, 1, 2), (2, 1, 1), (−3,−2,−3)

)
est liée, on a trouvé un exemple de relation linéaire

entre ses vecteurs :

Exemple
La famille ((1, 1, 1), (1,−1, 0), (2, 0, 1)) est une famille liée de R3 car :

7



ECE 2 - Mathématiques
Mme Marcelin - Lycée Clémenceau Espaces vectoriels réels

Propriété 5 : Cas particuliers des familles de 1 ou 2 vecteurs

- Cas des familles d’un vecteur : Une famille constituée d’un seul vecteur ~x est liée si et seulement
si ~x = ~0. Si ~x 6= ~0 elle est donc libre.
- Cas des familles de deux vecteurs :Une famille de deux vecteurs (~x, ~y) est liée si et seulement si
~x et ~y sont colinéaires. Sinon, elle est donc libre.

Exemple
-La famille ((1, 0)) est une famille libre de R2 car :

-La famille ((1, 1), (1,−1)) est une famille libre de R2 car :

Remarque
Le premier exemple ci-dessus prouve qu’une famille libre dans un espace E n’est pas forcément génératrice de
l’espace.

3 Bases
Définition 7

Une famille (~e1, . . . , ~ep) de vecteurs d’un espace vectoriel E est une base de E si elle est libre et
génératrice de E.

Methode : trouver une base d’un espace vectoriel
Pour déterminer une base d’un espace vectoriel E :
1. On le met sous la forme E = V ect( ~x1, ~x2, ..., ~xp). On a ainsi trouvé une famille ( ~x1, ~x2, ..., ~xp) génératrice de E ;
2. On regarde si l’un des vecteurs est linéairement dépendant des autres : si c’est le cas, on l’enlève, la famille reste
génératrice. On recommence le processus jusqu’à tomber sur une famille génératrice "minimale" ;
3. On prouve que la famille génératrice "minimale" obtenue est libre. Si ce n’est pas le cas, il faudra enlever le
vecteur "en trop" et recommencer.

Propriété 6

Soit (~e1, . . . , ~ep) une base de E.
Alors, tout vecteur ~x de E se décompose en une combinaison linéaire de (~e1, . . . , ~ep) et cette décom-
position est unique.

Preuve
• Existence de la décomposition : (~e1, . . . , ~ep) étant une base de E, elle est en particulier génératrice de E donc tout
vecteur de E se décompose en une combinaison linéaire de (~e1, . . . , ~ep).

• Unicité de la décomposition : Supposons qu’un vecteur ~x admette 2 décompositions dans la base (~e1, . . . , ~ep) . Alors
il existe (λ1, . . . , λp) ∈ Rp et (µ1, . . . , µp) ∈ Rp tels que :

~x = λ1~e1 + λ2~e2 + ...+ λp~ep = µ1~e1 + µ2~e2 + ...+ µp~ep

Alors λ1~e1 + λ2~e2 + ...+ λp~ep − µ1~e1 − µ2~e2 − ...− µp~ep = ~0 donc (λ1 − µ1)~e1 + (λ2 − µ2)~e2 + ...+ (λp − µp)~ep = ~0.

Par liberté de la famille (~e1, . . . , ~ep), on obtient alors


λ1 − µ1 = 0
λ2 − µ2 = 0

...
λp − µp = 0

c’est-à-dire


λ1 = µ1
λ2 = µ2

...
λp = µp

.

La décomposition est donc unique.

Définition 8

Si (~e1, . . . , ~ep) est une base de E, on a vu que tout vecteur ~x ∈ E s’écrit de manière unique sous la
forme ~x = λ1~e1 + λ2~e2 + ...+ λp~ep, avec (λ1, . . . , λp) ∈ Rp.

Le p-uplet (λ1, . . . , λp) est appelé coordonnées de ~x dans la base (~e1, . . . , ~ep).

On verra que ces coordonnées, écrites en colonnes, formeront la matrice de ~x dans la base (~e1, . . . , ~ep).

Exemple
Déterminons la matrice des coordonnées du vecteur (3, 2) dans la base ((1, 0), (1, 1)) de R2 :
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III Espaces vectoriels de dimension finie

1 Dimension d’un espace vectoriel

Définition 9
Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il admet une base constituée d’un nombre fini de
vecteurs.

Théorème 7 fondamental

Si l’espace vectoriel E admet une base finie B = (~e1, ~e2, ..., ~en) alors toutes ses bases ont le même
nombre n de vecteurs.

Définition 10 : dimension

Ce nombre de vecteurs commun à toutes les bases est appelé la dimension de E et noté dim(E).

Exemples : Espaces fondamentaux
1. dim(R3) = car
2. dim(R3[X]) = car

Remarques
1. Par convention, l’espace vectoriel {0E} est dit de dimension nulle :

dim({0E}) = 0

2. Par analogie avec la géométrie, un espace vectoriel de dimension 1 et appelé une droite vectorielle, un
espace vectoriel de dimension 2 est appelé un plan vectoriel.

3. R[X], F(A,R) et RN n’admettent pas de base finie. On dit qu’ils sont de dimension infinie.

Dans la suite, on se place dans un espace vectoriel E de dimension finie n.

2 Nombre d’éléments des familles en dimension finie
Propriété 8

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n alors,
• toute famille libre de E a au maximum n éléments.
• toute famille génératrice de E a au minimum n éléments.

3 Caractérisation des bases en dimension finie
Théorème 9

Soit E un espace vectoriel de dimension connue n.
• Une famille libre de E contenant n éléments est une base de E.
• Une famille génératrice de E contenant n éléments est une base de E.

Remarque
En pratique, on utilise plutôt le premier point du théorème car il est souvent plus facile de démontrer qu’une
famille est libre que de montrer qu’elle est génératrice de E.
Methode
Ce théorème est très important : dans les espaces fondamentaux (ceux dont on connait la dimension), pour montrer
qu’une famille est une base de l’espace fondamental, il suffit de prouver qu’elle a le bon nombre de vecteurs et
qu’elle est libre .

Exercice
Soient u = (2, 1), v = (1, 2). Montrons que (u, v) est une base de R2 :
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4 Sous-espaces vectoriels en dimension finie

Théorème 10
Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E de dimension finie.
Alors F est de dimension finie, et dimF ≤ dimE.

De plus si on a dimF = dimE, alors E=F.

Methode
Pour prouver que deux espace vectoriels sont égaux, on montre soit :
• la double inclusion (rarement car souvent l’une des inclusions est compliquée)
• que l’un est inclus dans l’autre et qu’ils ont même dimension

IV Matrice des coordonnées dans une base
Pour systématiser les calculs dans les espaces vectoriels, nous allons représenter les vecteurs d’un espace

vectoriel (quelqu’il soit) par une matrice colonne. Nous pourrons ainsi interpréter tout problème d’espace
vectoriel (quelqu’il soit) en calcul matriciel.

1 Matrice d’une famille de vecteurs dans une base
a) Matrice d’un vecteur dans une base

Définition 11

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, B = (~e1, . . . , ~en) une base de E.
Soit ~v ∈ E, on appelle matrice de ~v dans la base B, notéeMatB(~v), la matrice colonne des coordonnées
de ~v dans B.

Exemples

1. On note B = [(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)] la base canonique de R3. Soit ~u = (3, 2, 1).
Matrice de ~u dans la base canonique B :

2. Matrice de ~u dans la base B′ = [(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)] :

Propriété 11

Des vecteurs forment une famille libre (respectivement une famille génératrice) d’un espace vectoriel
E si et seulement si leurs matrices dans une même base de E forment une famille libre (respectivement
une famille génératrice) deMn,1(R).
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b) Matrice d’une famille de vecteurs dans une base

Définition 12

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, B = (~e1, . . . , ~en) une base de E, et (~v1, . . . , ~vp) une
famille de vecteurs de E.
On appelle matrice de (~v1, . . . , ~vp) dans la base B, notéeMatB(~v1, . . . , ~vp) la matrice deMn,p(R) dont
la j-ième colonne (j ∈ J1;nK) est la matrice de ~vj dans la base B.

Exemple
Matrice de la famille (~w,~v, ~u) dans la base B′ = [(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)] avec ~u = (3, 2, 1), ~v = (0, 0, 1), ~w =
(1, 1, 1).

2 Matrices de passages

Propriété 12

Une famille F de vecteurs est une base de E si et seulement si MatB(F) est inversible.

Définition 13

Soit E un espace vectoriel, B (ancienne base) et B′(nouvelle base) deux bases de E.
On appelle matrice de passage de B à B′ et on note PB,B′ la matrice de la base B′ dans la base B :

PB,B′ =MatB(B′)

La propriété précédente permet d’affirmer qu’une matrice de passage d’une base à une autre est
toujours inversible.

Exemple
Soit B la base canonique de R3 et B′ la base [(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)].
Matrice de passage de la base B à la base B′ et matrice de passage de la base B′ à la base B et produit de ces deux matrices :
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Propriété 13 : opérations sur les matrices de passage

PB,B′PB′,B′′ = PB,B′′

PB′,B = P−1B,B′

Remarque
On peut retenir la première formule en remarquant "l’homogénéité des bases" (comme une sorte de relation de
Chasles).

3 Changement de base

a) Coordonnées d’un vecteur

Propriété 14

Soit E un espace vectoriel et B et B′ des bases de E. On a pour tout ~v ∈ E :

MatB′(~v) = PB′,BMatB(~v)

Exemple
Déterminer les coordonnées de ~x = (−2, 5,−6) dans la base B′ = [(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)] :

V Rang d’une famille de vecteurs, rang d’une matrice

1 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 14

Soit E un espace vectoriel et F = (~f1, ~f2, ..., ~fp) une famille de vecteurs de E.
On appelle rang de F = (~f1, ~f2, ..., ~fp), noté rg(F), la dimension du sous-espace vectoriel de E engendré
par F .

rg(~f1, ~f2, ..., ~fp) = dim
(
V ect(~f1, ~f2, ..., ~fp)

)
Remarque : Par définition d’un espace engendré, la famille (~f1, ~f2, ..., ~fp) est forcément génératrice de l’es-
pace V ect(~f1, ~f2, ..., ~fp). Il reste donc à construire une base de cet espace à partir de la famille (~f1, ~f2, ..., ~fp).

Exemple
Déterminer le rang de la famille ((1,−1, 1), (0, 0, 0), (1, 1, 1), (2, 0, 2))
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2 Rang d’une matrice

Définition 15

Le rang d’une matrice A, noté rg(A), est le rang de ses vecteurs colonnes.

Propriété 15
Pour toute matrice A, on a :

rg(A) = rg(tA)

Autrement dit, le rang d’une matrice est aussi le rang des ses vecteurs ligne.

Exemple

Déterminer le rang de A =

1 −2 3
1 −2 3
1 −2 3

.
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