ECE 2 - Mathématiques
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau Réduction

Chapitre 8 :
Réduction des endomorphismes
et des matrices carrées

Dans tout ce chapitre, E est un espace vectoriel de dimension finie n et f est un endomorphisme de E.

Le but de ce chapitre est de vérifier s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est une
matrice diagonale D et, le cas échéant, de déterminer cette base.

Si une telle base n’existe pas, on en cherchera une dans laquelle la matrice de f est une matrice triangulaire
T.

Gréce a la formule de changement de base, toute matrice A de f sera donc semblable & la matrice
diagonale D (ou a la matrice T).

Ceci permet de résoudre des problémes faisant intervenir une matrice A en se ramenant & un probléme
plus simple faisant intervenir une matrice diagonale ou triangulaire.

1 Eléments propres d’un endomorphisme

a) Définitions
Définition 1

Un réel )\ est une valeur propre de f s’il existe un vecteur @ non nul de E tel que :

Un tel vecteur non nul i est appelé vecteur propre de f associé a la valeur propre ).

Vocabulaire : Pensemble des valeurs propres de f est appelé le spectre de f; noté sp(f).

Remarques

1. Autrement dit, un réel X est donc valeur propre de f s’il existe un vecteur non nul (vecteur propre associé
a A ) dont I'image par f est colinéaire a lui-méme, de coefficient de colinéarité \.

2. On impose @ # 0 sans quoi tous les réels A seraient toujours valeurs propres de f. En effet, f(0) =0 = \.0
pour tout réel A.

Exemple 1
Soit f € L(R?) définie par f(x,y,2) = (—x + 2y,y, —2).
Montrer que (1,1,0) et (1,0,0) sont des vecteurs propres de f.

Définition 2
Soit A une valeur propre de f. On appelle sous-espace propre associé a la valeur propre )\
Pensemble noté Ex(f) constitué de toutes les solutions de I’équation f(i) = A, d’inconnue @ € E.

|Ea(f) = {@ € E|f(@) = M} |
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Remarques

1. Le sous espace propre associé a A est I’ensemble des vecteurs propres associés a A auquel on ajoute le vecteur nul.

2. X est une valeur propre de f si et seulement si Ex(f) # {6}

Meéthode

Une fois qu’une valeur propre de f est trouvée (ou suggérée), pour déterminer une base de vecteurs propres
de f associés a cette valeur propre A, on détermine une base de Ey(f) en résolvant 'équation f(@0) = A\
d’inconnue u € F.

Exemple 1

Calculer les sous-espaces propres de f associés aux valeurs propres 1 et —1.

b) Lien entre les éléments propres de f et la fonction f — \ldg

Théoréme 1 : recherche de vecteurs propres

Soit A une valeur propre de f, on a :

| EA(f) = Ker(f — Md) |

Le sous-espace propre de f associé & A est donc un sous-espace vectoriel de F.

Preuve
ker(f — Ad) = {@ € E|(f — Md)(@) = 0}

or (f = Md)(@) =0 < f(@) — Md(@) =0 < f(@) — i =0« f(d@) =\

Ainsi, ker(f — Xd) = {u € E|f(@) = Ad} = Ex(f).

Théoréme 2 : recherche de valeurs propres

Un réel A est une valeur propre de f si et seulement si f — Al dg n’est pas bijective.

Preuve
A est une valeur propre de f si et seulement si E)(f) # {6} si et seulement si Ker(f — Adg) # {6} si et seulement si

f — Aldg n’est pas injective si et seulement si f — AI[dg n’est pas bijective car c’est un endomorphisme en dimension finie.

Corollaire 1 : Cas particulier A = 0

0 est valeur propre de f si et seulement si f n’est pas bijective et :

ker f = Ey(f)
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c) Polyndéme annulateur et valeurs propres possibles

Théoréme 3 : polynéme annulateur et valeurs propres possibles de f

Si P est un polynome annulateur de f alors les seules valeurs propres possibles de f sont les racines
de P.

Attention : la réciproque est fausse! Les racines de P ne sont pas forcément des valeurs propres de f.

Exemple 2
Soit f € L(R?) définie par f(z,y) = (y, ). Déterminer la fonction f? et déterminer les seules valeurs propres
possibles de f.

Remarque

Ce théoréme est fondamental pour déterminer les valeurs propres d’'un endomorphisme dans un cadre théorique ot
le calcul des valeurs propres est complexe. Si on vous donne une relation entre les puissances de f, il faut ’exploiter
pour trouver les quelques valeurs propres possibles de f.

11 ne reste alors plus qu’a cherche Ker(f — Aldg) ot A n’est plus un paramétre mais 'une des quelques valeurs
possibles. Si Ker(f — Aldg) # {6} alors A est bien une valeur propre de f, sinon ce n’en est pas une.

2 Eléments propres d’une matrice carrée

Nous savons que I'équation f(@) = A\ est traduite en calcul matriciel (calcul sur les coordonnées) par
I’équation AX = AX ou A est la matrice de f dans une base B et X la matrice du vecteur « dans la base
B. D’ou la définition et la propriété suivantes :

a) Définitions

Soit A une matrice carrée d’ordre n.
Définition 3
o On appelle valeur propre de A tout réel A tel qu’il existe X € M,, 1(R) (matrice colonne) , X # 0,

vérifiant :
AX = 2\X

Une telle matrice X # 0 est alors appelée vecteur propre de A associé a la valeur propre ).

e On appelle sous-espace propre associé a la valeur propre A\ I’ensemble :

Ex(4) = {X € M1 (R)[AX = AX}

b) Lien avec les endomorphismes

Propriété 4
Soit f € L(E) et A la matrice de f dans une certaine base B.

o | sp(f) = sp(A) | Ainsi, deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

° ’ i est vecteur propre de f associé a A si et seulement si sa matrice X dans B est vecteur propre de 4

| associé a \
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Exemple
1 1 1 1
. R . . . 1 1 1 1
Soit f ’endomorphisme de M32(R) dont la matrice dans la base canonique est A = 11 1 1
1 1 1 1

1. 0 est-elle valeur propre de f 7?7

2. Montrer que est un vecteur propre de A et en déduire un vecteur propre de f.

= =

c¢) Méthode de calculs des éléments propres d’une matrice

Propriété 5

B 1. Calcul des valeurs propres : A est valeur propre de A si et seulement si A— Al n’est pas inversible.
2. Calcul des vecteurs propres : ‘EA(A) =Ker(A-A)={XeM,1(R); (A-A)X = O}‘
E(A) est donc I’ensemble solution de I’équation (A — AI)X = 0, d’inconnue X € M, 1(R).

Méthode

S’ils ne sont pas suggérés, pour déterminer les éléments propres d'une matrice A. On cherche les valeurs
de X pour lesquelles A — A\I n’est pas inversible (grace a la méthode du pivot sur les matrices).

On résout alors 'équation Th X = 0 ou T} est la matrice triangulaire supérieure obtenue par le pivot.

Propriété 6 : Cas particulier des matrices triangulaires

Une matrice triangulaire a pour valeurs propres les éléments de sa diagonale.

Preuve
a1 0 . 0
* az O 0
Soit A une matrice triangulaire. Supposons par exemple A = 0 (triangulaire inférieure) alors
* e % ap—1 0
X .. * an
al — A 0 0
* as—X 0 0
A—- A = 0 est aussi triangulaire donc n’est pas inversible si et seulement si
* ¥ Ap_1— A 0
* . * an — A

A=a] ouX=as ou...ou \ = an.

Ainsi, sp(A) = {a1, a2, ...an}

d) Polynéme annulateur et valeurs propres possibles

Théoréme 7
Si P est un polynéme annulateur de A alors les seules valeurs propres possibles de A sont les racines
de P. —

Exemple
1 0
. 0 1 0o -1
Soit A = 1 0
0 -1 0 1
Calculer A? et en déduire un polynéme annulateur de A.
En déduire sp(A).
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3 Réduction
a) Deéfinitions

i) Endomorphisme diagonalisable

Définition 4
On dit qu’un endomorphisme f est diagonalisable s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice
de f est diagonale c’est-a-dire s’il existe une base B de E constituée de vecteurs propres de

f.

ii) Matrice diagonalisable

Définition 5
Une matrice carrée A € M,,(R) est diagonalisable si ’endomorphisme f de M, 1(R) dont A est la
matrice dans la base canonique est diagonalisable , autrement dit :

’ A est diagonalisable si et seulement si il existe P inversible et D diagonale telles que A = PDP~1|.

Les colonnes de la matrice P forment alors une base de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de A
et les coefficients diagonaux de la matrice D sont les valeurs propres correspondantes.

Preuve
A est diagonalisable si et seulement si ’endomorphisme f de R™ dont A est la matrice dans la base canonique B, est diago-
nalisable. C’est-a-dire si et seulement si il existe une base B de R™ telle que Mati(f) = D est diagonale.

Or d’aprés la formule de changement de base :
Matg, (f) = Ps..sMats(f)Pss, < A= PDP™!

ou P = Pp_ 5 est la matrice donc les colonnes sont coordonnées des vecteurs d’'une base de vecteurs propres de f dans la
base B. donc c’est une base de vecteurs propres de A.

et D a pour coefficients diagonaux les valeurs propres de f associées a ces vecteurs donc les valeurs propres de A.
Méthode

Cette définition est utilisée en particulier pour prouver par ’absurde qu’une matrice non diagonale ayant
une seule valeur propre ne peut pas étre diagonalisable :

a 2 0

Montrons par l'absurde que la matrice A = “ n’est pas diagonalisable, quelque soit la
2
0 a

valeur de a réel :

b) Caractérisation des endomorphismes diagonalisables

Propriété 8
Soient A1, A2, ...,A, des valeurs propres distinctes de f.

Soient £; une famille libre de Ey, (f), £2 une famille libre de Ex, (f),..., £, une famille libre de £y (f).
Alors la famille £ concaténation des familles £y, Lo, ..., £, est libre.

Théoréme 9

Soit E de dimension n. Tout endomorphisme de E a au plus n valeurs propres distinctes.

Preuve
Soit p le nombre de valeurs propres distinctes de f. Alors pour chacune de ces valeurs propres, il existe au moins un vecteur

propre associé que l'on fixe .
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On obtient donc p vecteurs propres associés a des valeurs distinctes donc qui forment une famille libre.

Ainsi, p < n (une famille libre a moins de vecteurs que la dimension de ’espace).

i) Cas particulier : si f a n = dim(F) valeurs propres distinctes

Théoréme 10

‘ Si feL(E) (ouAde M,(R))an=dim(E) valeurs propres distinctes alors f (resp. A) est diagonalisable.

Alors, tous les sous-espaces propres de f (resp A) sont de dimension 1.

Preuve

Si f a n valeurs propres distinctes alors pour chacune de ces valeurs propres il existe au moins un vecteur propre associé que
I'on fixe. On obtient donc une famille de n vecteurs propres, libre donc une base de E constituée de vecteurs propres de f.
f est diagonalisable.

Meéthode

Si une matrice A € M,,(R) a n valeurs propres distinctes alors on conclut directement que A est diago-
nalisable, sans calculer les sous-espaces propres de A!

ii) Cas général
Théoréme 11
Soit f € L(E) (respectivement A € M,,(R)). On note sp(f) (resp. sp(A)) = {A1, Az, ..., \p}. Alors :

dim(Ey,) + dim(Ey,) + ... + dim(Ey,) <n

De plus,

f (resp. A) est diagonalisable si et seulement si | dim(Ey,) + dim(Ey,) + .... + dim(Ey,) = n

Preuve

e Pour chaque valeur propre \;, on choisit une base B; de vecteurs propres associés a \; c’est-a-dire une base de Ey,(f). On
a choisit card(B;) = dim(Ey, (f)) vecteurs.

Si on concaténe ces bases en une famille F = (B, Ba, ..., Bp), alors on obtient une famille libre d’aprés la propriété 8.
Ainsi, Card(F) < n c'est-a-dire dim(Ey, ) + dim(Ey,) + ... + dim(Ey,) < n.

e La famille F est libre donc :

F est une base de E si et seulement si Card(F) = nsi et seulement si dim(Ey,) + dim(Ey,) + ... + dim(Ey,) = n.
Méthode

Si une matrice A € M, (R) n’a pas n valeurs propres distinctes alors on doit chercher les sous-espaces
propres de A pour déterminer si la somme de leur dimension vaut bien n.

Si on rassemble les bases de chacun des sous-espaces propres de A, on obtient une base de vecteurs propres
de A.

c) Cas particulier des matrices symétriques

Conformément au programme, nous admettrons le théoréme suivant :

Théoréme 12 : Cas particulier des matrices symétriques

Toute matrice symétrique est diagonalisable.

Remarque

Ce théoréme sert uniquement a répondre a la question "justifier sans calculs que A est diagonalisable".

Attention : la réciproque est fausse. Beaucoup de matrices non symétriques sont diagonalisables.




ECE 2 - Mathématiques
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau Réduction

Récapitulatif de la partie 3. du cours :
Comment justifier qu’'un endomorphisme ou
une matrice est ou n’est pas diagonalisable ?

I. Cas pratique oul on connait la matrice M € M, (R) (ou la fonction) :

e Si on n’a pas encore calculé la moindre valeur propre ou le moindre vecteur propre : on re-
garde si la matrice ne serait pas symétrique : alors elle est diagonalisable.

Remarque : la réciproque est bien stir fausse : une matrice non symétrique peut étre diagonalisable.
Dans le cas ou la matrice n’est pas symétrique : il va falloir calculer les valeurs propres pour pouvoir
conclure :

e Si on n’a calculé que les valeurs propres :

— 8’%il n’ y a qu’une seule valeur propre : on raisonne par ’absurde pour montrer que la matrice
n’est pas diagonalisable (sauf si elle est diagonale) : cf méthode page 5.

— S’il y a n = dim(F) valeurs propres : alors elle est diagonalisable.

— Cas général : S’il y a un autre nombre de valeurs propres (que une ou n valeurs propres) :
il faut trouver s’il y a suffisamment de vecteurs propres pour tout de méme former une base de E :
sauf si on vous a déja suggéré suffisamment de vecteurs propres, il faut donc trouver les sous-espaces
propres. :

e Si on a trouvé les sous-espaces propres :

On cherche les dimensions des sous-espaces propres (la plupart du temps en trouvant une base de ces
sous-espaces) : si la somme de leur dimension donne n = dim(E), alors la matrice (ou 'endomorphisme)
est diagonalisable, sinon, elle ne I’est pas .

On peut alors prendre une base de chacun des sous-espaces propres pour former une base de E constituée
de vecteurs propres de la matrice (ou de I’endomorphisme). !

I1. Cas théorique oul on ne connait pas la matrice (ou la fonction) :

Comment répondre & une question du type "soit f quelconque diagonalisable, montrer que ...." 7 :

Dans ce cas 14 on ne peut bien siir pas calculer les éléments propres donc les méthodes ci-dessus ne
sont, pas applicables :
Dans le cadre théorique, il faut revenir & la caractérisation premiére, c’est-a-dire :

-Pour un endomorphisme, utiliser la caractérisation : f est diagonalisable si et seulement si il existe
une base de E constituée de vecteurs propres de f : vous introduisez donc une telle base (u1,usg, ....u,) et
vous traduisez le fait que ce sont des vecteurs propres : f(u1) = Adjuq, ..., f(u;) = Aus,...., et vous utilisez
ces hypothéses pour conclure.

- Pour une matrice : , utiliser la caractérisation : M est diagonalisable si et seulement si elle est sem-
blable & une matrice diagonale et donc on introduit P inversible et D diagonale telle que M = PDP~! et
on utilise cette égalité pour conclure.




