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Chapitre 3
Compléments sur les séries

Il existe trés peu de séries dont on sait calculer la somme. Seules les séries s’exprimant & ’aide des quelques
séries de références peuvent étre calculées.

Nous allons donc compléter les compétences sur les séries en introduisant des théorémes permettant de
trouver la nature d’une série, méme si on ne sait pas calculer sa somme.

I Rappels sur les séries et séries de référence

1 Convergence d’une série

Définition 1
e On dit que la suite de terme général (u,),>n, (0u uy,) converge si u,, a une limite finie lorsque
n tend vers +00.

e On dit que la série de terme général (un)n>n, (OU u,) converge si la suite des sommes par-

n
tielles S,, = > wuy a une limite finie lorsque n tend vers +oo.
k=ng
—+00 n
On note alors Y wp = lim > wug.
k=ng n—+00 k=ng

Exemples

1. La suite de terme général u, = 1 converge vers 1 mais la série de terme général u,, = 1 diverge : en effet,
n n
Sur=>1=(Mn+1) — Hoo.
k=0 k=0 n—+oo

2. La suite de terme général 717 converge car lirf % = 0 existe et est finie, et pourtant la série de terme
Y n——+oo

n
général L diverge vers 400 : (E %) est une série de Riemann avec o =1 < 1.
k=1 n>1

2 Les séries de référence

(a) Les séries de référence dont on sait calculer la somme

Théoréme 1 : les séries géométriques

La série de terme général x”, appelée série géométrique de raison =z,

la, série de terme général nz™ ! appelée série géométrique dérivée de raison x et

la série de terme général n(n — 1)z~ 2, appelée série géométrique dérivée seconde de raison z
convergent si et seulement si —1 < x <1, et alors :

1—=z 1—=x

+oo 1 “+oo 1 / 1 —+oo 1 " 2
k a k—1 k—2
P () =a=ap| |2k 0= (125) =

Remarque
Foo n n
Attention a ne pas confondre somme infinie > wuj et somme finie > wug ! Une somme finie ) wug existe toujours,
k=n0 k=n0 k=n0
n

alors qu’une somme infinie n’existe que si > wuy converge lorsque n tend vers +oco.
k=n0
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Exemples
b —a
1. siz e R\ {1}, kz zk = x“l_zlb_izﬁ
=,

2. Calculons Y kz"~! pour tout = € R\ {1} :
k=1

On ne connait que la somme (infinie) d’une série géométrique dérivées, et uniquement si |z| < 1. Ce n’est
donc pas cette formule qu’on peut utiliser.

La somme finie n’est pas une somme usuelles

Pour la calculer, il faut utiliser la somme des termes jusqu’a n d’une suite géométrique et dériver les ex-
pressions en fonction de x :

On sait que g(z) = kz;o zF = 1_13”_71;1 . Or g est dérivable sur R \ {1} car polynomiale, on la dérive
L7 _ L k=1 _ —(n+Daz"(1—z)+(1—2z"t) _ 1—(n+Da"+na™t?!
donc :¢'(z) = kgl kx" " = (=22 = (22

Théoréme 2 : les séries exponentielles

Pour tout réel z, la série dite série exponentielle de terme général 77 converge et
“+o0
ak -
> e
k!
k=0

Méthode
Pour que l'on puisse calculer une somme infinie, il faut soit qu’elle s’exprime en fonction de séries usuelles,
soit que la série se télescope.

Exemples

T ok
1. Calculer ) 2.
k=2
Implicitement, on ne demande de vérifier 'existence de la somme infinie (justifier que la série converge)
puis de la calculer :

On calcule les sommes partielles :
n

vn > 2, kg 1:,?6 = (ﬁ—&—i—z) =3 (D +DF = () + X (2" On reconnait les sommes
=2
1

k=2 k=2 k=2 k=2
partielles de séries géométriques de raisons 1/4 et 1/2 comprises dans | — 1, 1[ donc la série converge.
On fait tendre n vers +o00, on obtient :

T2 4ok 2 2
kX::Q% = (i) 1_1% + (%) 1_1% = %

11
k+1 -

—+oo
2. Calculer m en admettant que m =5
k=3

n
1 1 1 1 1 2
R = kz [E — W—l] =3 — ;47 par télescopage.
3 =3

Ce terme converge vers % lorsque n tend vers +oco. En faisant tendre n vers 400 on obtient :
—+o0
11
E(k+1) — 3
= (k+1)

(b) Les séries de référence dont on connait juste la convergence

Théoréme 3 : les séries de Riemann

la série dite série de Riemann de terme général n%, converge si et seulement si o >1
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Exemples

—+oo —+oo
L. 1 L. 1 .
1. Lasérie ) — converge, la série ) U converge aussi.
n=1 n=2
+o0 ] +oo 1
2. La série ) -, ainsi que la série ) 7 divergent.
n=1 n=1
D’aprés la méthode ci-dessus, il n’y a que trés peu de séries dont on sait calculer la somme.
Pourtant, on saura trouver la nature de beaucoup de séries, méme si on ne sait pas calculer leur somme,

grace aux théorémes de la partie suivante :

IT Etude de la nature d’une série

1 Divergence grossiére

Théoréme 4 : divergence grossiére

Si le terme général (u,,) ne converge pas vers 0, alors

> u, diverge.

n>ngo

On dit alors qu’elle diverge grossiérement.

Preuve
Montrons la contraposée :
n
On suppose que >, uy converge vers un réel [, c’est-a-dire que les sommes partielles S, = > wj convergent vers [.
k>ng k=ng

Montrons que u,, tend vers O :

Pour cela, il faut exprimer u,, en fonction de Sy, : par télescopage on a u, = Sn — Sp—1 donc u, converge vers [ — [ = 0.

Exemple
Si|z| > 1 alors ) 2™ diverge grossiérement car (z™) ne tend pas vers 0.

Remarque
Le théoréme ci-dessus ne sert qu’a montrer qu’'une série diverge! (si le terme général ne tend pas vers 0).

En revanche, la réciproque est fausse. Si le terme général tend vers 0, on ne sait rien :
1

Exemple : la série de Riemann 3" X diverge alors que + — 0 mais la série de Riemann > 2, converge.
n n n

Dans le cas ou le terme général tend vers 0, il faudra poursuivre I’étude en utilisant les théorémes
suivants :

2 Théorémes de comparaison sur les séries a termes positifs

Dans cette partie, on ne s’intéresse qu’aux séries & termes positifs. Nous verrons ultérieurement com-
ment étudier une série dont le terme général change de signe.

a) Avec des inégalités

Théoréme 5
Soient (u,) et (v,) deux suites & termes positifs, telles que pour tout n a partir d’un certain rang
N on ait u,, < v,.

On a alors :
+oo +oo
Si > w converge, alors > wuy converge.
k=ng k=ng
+oo too
Si > wuy diverge, alors > vy diverge.
k=no k=ngo
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Preuve
n
On utilise le fait qu’une série S, = > uy a terme général positif est croissante (par télescopage Sp+1 — Sp = up4+1 > 0).
k=ng
N—-1 n N—1 n +oo
Ainsi, il suffit de vérifier qu’elle est majorée or Sp, = > wup+ Y. up < > wup+ Y, vg. Doncsi Y vy converge, alors
k=ng k=N k=ng k=N k=ng

N-1 +oo

Sn < >0 wup+ >, vg = constante.
k=ng k=N

Ainsi, (Spn) est croissante et majorée donc elle converge.

Remarques

1. La réciproque est fausse : si la plus petite des deux (ici Y uy) converge, on ne sait rien sur la plus grande.
De méme si la plus grande des deux diverge, on ne sait rien sur la plus petite.

2. En pratique, on tente de montrer que le terme général de la série étudiée est plus petit que le terme général
d’une série usuelle convergente, ou plus grand que le terme général d’une série usuelle divergente.

Exemple

n
; - o _ 2%
Démontrer que la série de terme général un, = ;577 converge.

b) Domination

Théoréme 6

Soient (u,,) et (v,) deux suites & termes positifs, telles que u,, = o(v,,) .
On a alors :
+oo +o00o
Si > wi converge, alors Y, wy converge.
k=ng k=ng
“+o0 “+oo
Si > wuy diverge, alors > vy diverge.
k=ngo k=ngo
Preuve
Si un = o(vn) alors up < vy, & partir d’un certain rang : en effet, lim %2 =0 donc %2 <1 a partir du certain rang.
n—-+oo Un Un

Le théoréme précédent s’applique donc.

Remarques

1. Par contre si la plus petite des deux (ici Y uy) converge, on ne sait rien sur la plus grande.
De méme si la plus grande des deux diverge, on ne sait rien sur la plus petite.

2. En pratique, on tente de montrer que le terme général de la série étudiée est négligeable par rapport au
terme général d’une série usuelle convergente (souvent n%)

Exemple

Démontrer que la série de terme général u,, = converge.

N S
n21n(n)
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c) Equivalence

Théoréme 7

Soient (u,) et (v,) deux suites & termes positifs, telles que u,, ~ v, en 4oc.
On a alors :
o0 —+oo
Alors les séries > v, et Y. wuyg sont de méme nature.
k=ng k=ng
Preuve

Si upn ~ vy, alors up = vy, + o(vy ). done si Y vy, converge, alors Y o(vy) converge d’aprés le théoréme précédent donc > uy,
converge.

Par symétrie de ’équivalence, la réciproque est vraie.

Remarque

Ce théoréme est plus fort que les précédents : il suffit de connaitre la nature de I'une pour avoir la nature de I’autre.
Ceci vient du fait que I'équivalence est symétrique (un ~ v, < vy ~ uy), ce qui n’est pas le cas des inégalités ou

de la domination.

Exemple
Démontrer que la série de terme général u,, = n;—ﬁ diverge.

3 Convergence absolue

Théoréme 8 et définition (ADMIS)

+oo
Soit > wuy une série telle que Y |uy| converge. Alors :
k>ng k=ng
+oo
> uy converge.
k=n0

On dit alors que la série Y. wuy converge absolument.
k>ngo

Méthode
Si la série Y u, n’est pas a terme positifs, on utilise les théorémes de comparaison sur la série Y |u,| (qui
est bien a termes positifs). En effet, la convergence absolue implique la convergence d’aprés le théoréme
précédent.

Exemple
_1\n
Démontrer que la série de terme général u,, = ( n12) converge.
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Remarque
La réciproque est fausse . Une série peut converger sans converger absolument. On dit alors qu’elle est semi-
proq p g g q
convergente.
. (=n"
Exemple : 3 *=>—.




