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Chapitre 9 :
Intégrales généralisées (ou
impropres)

Introduction : On rappelle que I'intégrale d’une fonction f continue sur un segment [a, b] est définie par :

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a) ou F est une primitive de f sur [a, b]

On souhaite généraliser la notion d’intégrale & un intervalle quelconque, du type [a, b] par exemple, ou f
n’est pas définie ou pas continue en b. La définition ci-dessus ne convient alors plus car F'(b) n’existe pas.

I Définitions

1 Intégrale impropre en un point

a) Intégrale généralisée sur [a,b] avec b fini ou b = +oo

Définition 1
Soit f une fonction continue sur un intervalle semi-ouvert de la forme [a;b[ ot a € R et b € RU{400}.

on dit que l'intégrale généralisée f; f(t) dt converge si la fonction x — f; f(t) dt admet une limite
finie lorsque x tend vers b (vers la gauche).
On pose alors :

JPp) dt = tim [T f(t) dt

r—b~

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale f: f @) dt diverge.

Comme lintervalle [a, b[ est ouvert en b, rien n’interdit b de valoir +oo .
Si f est positive, on rencontre donc essentiellement les deux situations suivantes :

b fini b=+

| =l N
a b - a — 400
L’intégrale est alors convergente lorsque 'aire hachurée est finie. On comprend donc que le comportement

de la fonction au point impropre est déterminant pour la convergence : plus la fonction prend de "grandes"
valeurs au voisinage de ce point et plus 'intégrale risque de diverger.
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Remarque

Dans le cas ou b est fini, on remarque graphiquement que si f
a une limite finie en b (c’est-a-dire si f est prolongeable par
continuité en b), alors I'intégrale de f sur [a, b] converge (elle est
en fait égale a l'intégrale du prolongement par continuité de f
sur le segment [a, b]). L >
On dit alors que l'intégrale est faussement généralisée. a b

Exemple
Montrons que ff \/%dt converge et calculons sa valeur :

La fonction t — \/% est continue sur [1;2[. L’intégrale est donc impropre uniquement en 2.

x f - T ye 42 2
vz €]1;2], [} \/%dt =—/ \/%dt =—[2v2—1t L =2-2V/2-z = 2. L’intégrale converge et [} \/%dt =2

b) Intégrale généralisée sur |a,b] avec a fini ou a = —c0

Définition 2
Soit f une fonction continue sur un intervalle semi-ouvert de la forme Ja;b] ot a € RU{—o0} et b € R.

on dit que lintégrale généralisée fab f(t) dt converge si la fonction x fzb f(t) dt admet une limite
finie lorsque x tend vers a (vers la droite).
On pose alors :

[P F@) de = tim [ F(t) dt

z—at

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale f: f @) dt diverge.

Exemple

Montrons que fol In(¢)dt converge et déterminons sa valeur.

La fonction In est continue sur ]0; 1]. L’intégrale est impropre uniquement en 0.

vz €]0; 1], f; In(t)dt = [tIn(t))} — le t1dt par intégration par partie car Id et In sont de classe C' sur [z;1].
Ainsi, fml In(t)dt = —zIn(z) — (1 — z) -, -1 Ainsi, 'intégrale converge et fol In(t)dt = —1

r—

2 Intégrale impropre en 2 points

Définition 3
Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert de la forme |a;b[ ou —co < a < b < +o0.

On dit que l'intégrale généralisée f: f(t)dt est convergente lorsque [ f(t)dt et fcb f(t)dt sont conver-
gentes ou ¢ est un réel quelconque choisi dans ]a, b[.
On pose alors :

[P p@)y dt = [Cf(t) de+ [0 f(t)dt

Remarque
La relation de Chasles nous assure que cette définition ne dépend pas du nombre ¢ €]a, b] choisi pour découper
I'intégrale en deux intégrales généralisées sur des intervalles semi-ouverts.
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Cette situation correspond par exemple & des graphes de la forme :
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Méthode : un probléme a la fois!

Pour étudier une intégrale il faut :

1) Déterminer tous les points ou elle est impropre ;

2) Découper U'intégrale, par relation de Chasles, en une somme d’intégrales impropres en au plus un point ;
3) Etudier chacune de ces intégrales séparément : l'intégrale de départ converge uniquement si TOUTE
les intégrales de la somme convergent.

Exemple
+oo dt

Déterminons la nature de [, %5 :
t— %2 est continue sur |0; +oo[ donc l'intégrale est impropre en 0 et en +oo.

1 . P s
oo b a + f1+oo f—é Etudions séparément ces deux intégrales :

Sous réserve de convergence, [["7 & = [; % )

e Vz €]0; 1], f1 &dt = le tPdt =t =[-1] =-1+1 =, oo L’intégrale diverge.

x tlx

L’une des intégrales diverge donc on peut conclure directement que f;oo f—é diverge.

a) Cas des fonctions paires ou impaires sur R

Dans le cas des fonctions paires ou impaires sur R, il suffit d’étudier l'intégrale au voisinage de +oo
pour connaitre son comportement au voisinage de —oo :

Propriété 1 : fonctions paires

Si f est paire sur R, alors fi)oo f(t) dt converge si et seulement si f0+°° f(t) dt converge.
De plus, si I'une des deux converge alors on a :

SO @) dt = [ ft) at

done [T2° f(t) dt =2 [ f(t) dt

Propriété 2 : fonctions impaires

Si f est impaire sur R, alors fi)oo f(t) dt converge si et seulement si f0+oo f(t) dt converge.
De plus, si I'une des deux converge alors on a :

JO @) dt =~ [ f@t) at

donc fj;o f)dt=0
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fonction paire :

Exemple

Montrons que fj:: e Itdt converge.

fonction impaire :

T

y

f it e Il est paire : elle est définie sur R centré en 0 et Vt € R, f(—t) = e~I7 = 71!l = f(t) (car la fonction

valeur absolue est paire).

Donc, sous réserve de convergence de f0+°° e~ 1tldt, on a fj;: e Mgt = 2f0+°° e Itdt = 2f0+°° e tdt.

Ve >0, [fetdt=[—e""f=1—e" — 1L

Ainsi, fj;o e~ ltdt = 2.

II Propriétés des intégrales généralisées

a) Relation de Chasles

Propriété 3

+00).

E=Iir+ 00 f

Si f; f est convergente alors, pour tout ¢ € [a; b], les intégrales f: f et fcb f sont convergentes et :

Soit f une fonction définie et continue sur [a; b] sauf en un nombre fini de points (avec —oo < a < b <

b) Linéarité

Propriété 4
—00 < a<b<+00).

et :

JPOf+ug)=A[0f+uflg

Soient f et g deux fonctions définies et continues sur [a;b] sauf en un nombre fini de points (avec

Si f; f et fabg sont convergentes alors, pour tous (A, ) € R?, I'intégrale f;()\f + pg) est convergente

Remarque

Cela peut également s’écrire avec la somme d’un coté et le produit par un réel A de 'autre.
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c) Croissance de l’intégrale

Propriété 5

Soient f et g deux fonctions définies et continues sur [a;b] sauf en un nombre fini de points (avec
—00 < a<b< +4o00).

Si f: f et f; g sont convergentes alors,

f<g = ['r<flyg

IIT Critéres de convergence des intégrales généralisées

1 Intégrales de référence

Propriété 6 : les intégrales de Riemann

e Pour tout a > 0 eroo L dt converge si et seulement si o > 1.

Autrement dit, au voisinage de +o0, I'intégrale de la fonction de Riemann ¢ +— ;& converge si et seule-
ment si a > 1.

e Pour tout b > 0, fob tla dt converge si et seulement si a < 1.

Autrement dit, au voisinage de 0, I'intégrale de la fonction de Riemann ¢ — & converge si et seulement
sia < 1.

Preuve : sur quelques exemples, en prenant a =1 et b =1
1. ([T 1 _ +oo 1 : - 11 _ 11
eSia=1: [ 3dt = In(z) —In(1) oo o0 donc [;"*° 2dt diverge; et [ ¢dt = In(1) — In(z) =, oo done Jo ¢dt

diverge;

; Y _ 112 _ 1 . [too 1 ‘11 _ 111 _ 1
e Sia=2: ([11 t—zdt = [—ﬂl =1- I%—Jroc 1 donc .]1 o t—zdt converge ; et jm fzdt = [—7]”: =5 -1 Ij() +o00
donc J;]l %‘Z(lt diverge ;

1 z +oco 1 . ) 1 1 o 1

eSia=73: fl ~dt = [2vit]] = 2vo —2 i +o0 donc ) 7 dt diverge; et /. dt = [2vi], =2-2Vz oo 2
donc [0 dt converge.
Remarque

Les intégrales de Riemann sont généralement utilisées comme intégrales de référence pour les théorémes de com-

paraison.

2 Théorémes de comparaisons sur les intégrales de fonctions positives

Propriété fondamentale de I’intégrale d’une fonction positive :

e Soit f une fonction continue sur [a, b, alors F : z — f f(t)dt est une primitive de f.
Dans cette partie, nous allons uniquement considérer les fonctions f positives.

On remarque alors que x — f: f(t)dt est une fonction croissante. Donc F : fab f(t)dt converge si et seule-
ment si elle est majorée.
e De méme, soit f une fonction continue sur |a, b] alors z — ff f(t)dt admet pour dérivée — f. C’est donc

une fonction décroissante et f: f(t)dt converge si et seulement si elle est majorée.

Théoréme 7 : avec des inégalités

Soient f et g deux fonctions définies, continues et positives sur un intervalle de la forme [a;b], avec
—00 < a < b < 400 (respectivement de la forme ]a; ], avec —oco < a < b < +00).
On suppose que f < g sur [a;b] (respectivement sur |a;b]). Alors :

- Si ff g converge alors f: f converge

- Si ff f diverge alors f: g diverge
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Théoréme 8 : avec les o

e Soient f et g deux fonctions définies, continues et positives sur un intervalle de la forme [a; b[, avec
-0 < a<b<4oo.
On suppose que f(x) = 0, (g(x)). Alors :

- Si ff g converge alors f; f converge

- Si f: f diverge alors f; g diverge

e Soient f et g deux fonctions définies, continues et positives sur un intervalle de la forme ]a;b],
avec —o0o0o < a < b < +o0.
On suppose que f(z) = 0,4 (g(z)). Alors :

- Si f; g converge alors ff f converge

- Si fab f diverge alors f; g diverge

Théoréme 9 : avec les ~

e Soient f et g deux fonctions définies, continues et positives sur un intervalle de la forme [a; b[, avec
—00 < a<b<4oo.
On suppose que f(x) ~, g(x). Alors :

T—

b b o
[ get [ fsont de méme nature

e Soient f et g deux fonctions définies, continues et positives sur un intervalle de la forme ]a; ], avec
—o0o<a<b< 4o0.
On suppose que f(z) ~ g(x). Alors :

r—a

f: g et f; f sont de méme nature

Méthode

En pratique, on cherche tous les points ou l'intégrale de f est impropre et en chacun de ces points on
compare f avec une fonction dont on connait la nature de lintégrale (fonction de Riemann la plupart du
temps).

On commence par chercher un équivalent de la fonction, sinon on tente de montrer qu’elle est négligeable
par rapport a une fonction de Riemann en ce point (par défaut on tente t% en +oo et % en 0).

Exemples
1. Déterminons la nature et la valeur de [ [ S —,
T ab+tatta4l
L’intégrale est impropre en —oco et 400 .
Mais on remarque que f : x — ———2——— est impaire donc si f0+°° ——=dx converge alors
Vabtadtta241 Vab4zdidaz241

[T ——2 _ dz converge et vaut 0.
—° \/aS4zdtar241

Montrons donc que f0+°°

z dz converge (intégrale impropre uniquement en +00) :

Vab+aztta2+1
x x x x 1
— > 0sur |[0;+o0|et —m~F— ~ ===
Vabtatya241 T & [ Vabtatta? 1l artoo Va® @ T a?

T

——dx
Vab+at+z24+1

Or f1+°° z%dm converge comme intégrale d’une fonction de Riemann avec a = 2 > 1 donc f0+°°

converge par théorémes de comparaison sur les intégrales de fonctions positives.
Ainsi, par imparité, f+°° —_—
- 2644241
., . +oo 2
2. Déterminons la nature de fioo e " dt:
L’intégrale est impropre en —oo et +00 .

. _ 42 . . _ 42 _ 42
Mais on remarque que f:t+— e~ " est paire donc si f0+°° e~ " dt converge alors fj;o et dt converge.

Montrons donc que f0+oo et dt converge (intégrale impropre uniquement en +00) :

2 2 —t2 2
e " >0 sur [0;4oo[et e = 04 too (%2) car S :%:eix—)OenposantX:tQ.
;Z e

L . . + 42
Or [;" %dt converge comme intégrale d’'une fonction de Riemann avec @ = 2 > 1 donc [;F*e " dt
converge par théorémes de comparaison sur les intégrales de fonctions positives.

. . oy . — 2
Ainsi, par parité, fj_:: e dt converge.

P . 1
3. Déterminons la nature de [, 3\/5‘1%
dz dz

1
L’intégrale est impropre en 0 et en 1. Sous réserve de convergence, fol T AT = fo'z 3\/5% +fi NV
2
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1
5 dx
e Nature de [.? S

1
1 1 1 11 i . 5 :
s = 0sur 10, 5] et TAVIE o TVE = L] Or [; I dz converge comme intégrale d’une fonction

(impropre en 0) :

1
. _ 1 3 dx
de Riemann avec o = 3 < 1 donc fo TV

— converge par théorémes de comparaison sur les intégrales

de fonctions positives.
1 .
e Nature de f% 3\/;% (impropre en 1) :

W%Jj > 0 sur [3;1] et 3\/?\1/m 1 \/11_72 - (171)% '

On remarque que la fonction intérieure est de la forme -1~ ot ¢ — 0 (fonction de Riemann), en posant
t=1—x. "

On pose de ce changement de variable : fél o 11)% dr = foé édt converge comme intégrale d’une fonction

. 1 1 dx 2 < . . .
de Riemann avec a = 5 < 1 donc i 1 5 /z,1=s converge par théorémes de comparaison sur les intégrales

de fonctions positives.

3 Nature d’une intégrale quelconque

Propriété 10 : intégrale faussement généralisée

Si l'intégrale de f est impropre en un point b fini mais que f a une limite finie en b alors l'intégrale de
f converge en b.

Exemples
1. Déterminons la nature de fol tin(t)dt :
L’intégrale est impropre uniquement en 0 (point fini) mais tlirr(l] t1n(t) = 0 par croissance comparée.
—

L’intégrale est faussement généralisée donc elle converge.

2. Déterminons la nature de fol %dm :

L’intégrale est impropre uniquement en 0 (point fini) et
1+ 0z—0(1) e 1.
r—

L’intégrale est faussement généralisée donc elle converge.

exp(z)—1 _ l1+4z+ozo(x)—1 _  =xz4ox—0(x)
T - T - T

Propriété 11 : convergence absolue

Soit f une fonction continue telle que f; |f(¢)|dt converge. Alors :

f; f(t)dt converge

On dit alors que Iintégrale converge absolument.

Remarque

Lorsque ’on voudra démontrer qu’une intégrale impropre est convergente (ou divergente), sans savoir la calculer, on
montrera qu’elle est absolument convergente a I'aide des théorémes de comparaison pour les intégrales de fonctions
positives ci-dessus.




