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Correction du devoir maison no 1

Exercice 1. : ECRICOME 1994

1. A= -1*ones(4,4) +3*eye(4,4)

2. A2 =


2 −1 −1 −1
−1 2 −1 −1
−1 −1 2 −1
−1 −1 −1 2




2 −1 −1 −1
−1 2 −1 −1
−1 −1 2 −1
−1 −1 −1 2

 =


7 −2 −2 −2
−2 7 −2 −2
−2 −2 7 −2
−2 −2 −2 7



3. 2A+ 3I =


4 −2 −2 −2
−2 4 −2 −2
−2 −2 4 −2
−2 −2 −2 4

+


3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

 = A2 donc α = 2 et β = 3 conviennent.

4. Comme A2 = 2A+3I, alors I =
(
A2 − 2A

)
/3 = A (A− 2I) /3 = 1

3 (A− 2I)A donc A est inversible
et son inverse est A−1 = 1

3 (A− 2I)

5. On peut calculer An par récurrence car on connaît une relation de récurrence entre les puissances
de A : An+1 = A×An.
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, il existe deux réels αn et βn tels que
An = αnA+ βnI.
Initialisation : Pour n = 0 on a A0 = I = 0 ·A+ 1 · I donc α0 = 0 et β0 = 1 conviennent.
Hérédité : Supposons que pour un certain entier naturel n, on ait : An = αnA+ βnI où αn et βn
sont des réels. Alors,
An+1 = AnA = (αnA+ βnI)A = αnA

2+ βnA = αn (2A+ 3I) + βnA = (2αn + βn)A+ 3αnI

Donc αn+1 = 2αn + βn et βn+1 = 3αn conviennent.
Donc par récurrence que pour tout entier n il existe des réels αn et βn tels que An = αnA+ βnI

avec αn+1 = 2αn + βn et βn+1 = 3αn

6. function [alpha,beta]=suites(n)
alpha=0 \\ valeur de alpha(0)
beta=1 \\valeur de beta(0)
for k=1:n do

mem=alpha \\on mémorise l’ancienne valeur alpha(k-1)
alpha=2*alpha+beta \\ on calcule alpha(k)
beta=3*mem \\ on calcule beta(k)

end
endfunction

7. (a) Or pour tout n ∈ N, αn+2 = 2αn+1 + βn+1 = 2αn+1 + 3αn

Donc (αn)n∈N est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 à coefficients constants.
Son équation caractéristique est : r2 − 2r − 3 = 0 qui a pour racines -1 et 3
Donc pour tout entier n, αn = x (−1)

n
+ y3n avec x et y qui vérifient :{

α0 = x (−1)
0

+ y30

α1 = x (−1)
1

+ y31
⇔
{

0 = x+ y
1 = −x+ 3y

⇔
{

1 = 4y
x = 3y − 1

⇔
{

y = 1/4
x = −1/4

Donc pour tout entier n, αn = (3n − (−1)
n
) /4

(b) βn = 3αn−1 = 3
(
− (−1)

n−1
+ 3n−1

)
/4 = (3 (−1)

n
+ 3n) /4 pour n ≥ 1 et pour n = 0 égale-

ment.
8. (a) On aurait α−1 =

(
3−1 − (−1)

−1
)
/4 = (1/3 + 1) /4 = 1/3

et β−1 =
(

3 (−1)
−1

+ 3−1
)
/4 = (−3 + 1/3) /4 = −2/3 ce qui correspond aux coefficients

trouvés.
Donc les expressions sont encore valables pour n = −1.

(b) Montrons par récurrence sur n ∈ N∗ la propriété P (n) :
" (A−1)n = α−nA+ β−nI =

(
3−n − (−1)

−n
)
/4A+

(
3 (−1)

−n
+ 3−n

)
/4I"
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Initialisation : Pour n = 1 la propriété est vérifiée d’après la question 8.(a) Hérédité :
Soit n ∈ N∗ tel que P (n) est vraie : (A−1)n =

(
3−n − (−1)

−n
)
/4A +

(
3 (−1)

−n
+ 3−n

)
/4I,

alors,

(A−1)n+1 = (A−1)n ×A−1

=
par H.R.

((
3−n − (−1)

−n
)
/4A+

(
3 (−1)

−n
+ 3−n

)
/4I
)
A−1

=
en développant

(
3−n − (−1)

−n
)
/4AA−1 +

(
3 (−1)

−n
+ 3−n

)
/4IA−1

=
(

3−n − (−1)
−n
)
/4I +

(
3 (−1)

−n
+ 3−n

)
/4A−1

=
d’après 4.

(
3−n − (−1)

−n
)
/4I +

(
3 (−1)

−n
+ 3−n

)
/4× 1

3
(A− 2I)

=
1

3

(
3 (−1)

−n
+ 3−n

)
/4A+

(
3−n − (−1)

−n − 2(−1)n − 2

3
3−n

)
/4I

=
car 1

3×3−n=3−(n+1)

(
(−1)

−n
+ 3−(n+1)

)
/4A+

(
3−(n+1) − 3 (−1)

−n
)
/4I

=
car (−1)−n=−(−1)−(n+1)

(
− (−1)

−(n+1)
+ 3−(n+1)

)
/4A+

(
3−(n+1) + 3 (−1)

−(n+1)
)
/4I

Donc P (n+ 1) est vraie ;

Ainsi, par récurrence que pour tout entier n il existe des réels αn et βn tels que An = αnA+
βnI

Exercice 2. : edhec 2006

Partie 1 : étude d’une variable discrète sans mémoire.
Soit X une variable aléatoire discrète, à valeurs dans N telle que : ∀m ∈ N,P(X ≥ m) > 0.
On suppose également que X vérifie : ∀(m,n) ∈ N × N,P(X≥m)(X ≥ n + m) = P(X ≥ n). On pose

P(X = 0) = p et on suppose que p > 0.

1. Comme les valeurs de X sont entières, (X ≥ 1) = (X = 0).

Donc
P (X ≥ 1) = 1− P (X = 0) = 1− p = q

et P(X ≥ 1) > 0 par hypothèses, donc q > 0.

Et comme q = 1− p et que p > 0 alors q < 1.
En rassemblant on a bien

0 < q < 1.

2. On revient à la définition de la probabilité conditionnelle, et on sait que n ≥ 0 donc n+m ≥ m et
enfin :

(X ≥ n+m) ⊂ (X ≥ m)

donc
P(X≥m)(X ≥ n+m) =

P([X ≥ n+m] ∩ [X ≥ m])

P(X ≥ m)
=

P(X ≥ n+m)

P(X ≥ m)

Or l’énoncé donne

P(X≥m)(X ≥ n+m) = P(X ≥ n) donc on obtient
P(X ≥ n+m)

P(X ≥ m)
= P(X ≥ n)

On en déduit (on multiplie par une probabilité qui est donc positive) que

∀(m,n) ∈ N× N, P(X ≥ n+m) = P(X ≥ m) P(X ≥ n)
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3. Pour tout n de N on pose un = P(X ≥ n).

(a) On cherche à exprimer un+1 = P(X ≥ n+ 1) en fonction de un = P(X ≥ n) donc on applique
la relation précédente avec m = 1 :

un+1 = P(X ≥ n+ 1) = P(X ≥ n) P(X ≥ 1)qun

et la suite (un) est géométrique de raison q.

(b) On obtient alors :
∀n ∈ N, P(X ≥ n) = un = qnu0 = qn(P(X ≥ 0)

et comme X(Ω) = N, l’évènement (X ≥ 0) est certain et enfin :

∀n ∈ N, P(X ≥ n) = qn

(c) Comme X ne prend que des valeurs entières,

(X ≥ n) = (X = n) ∪ (X > n) = (X = n) ∪ (X ≥ n+ 1)

et comme l’union est incompatible,

P(X ≥ n) = P(X = n) + P(X ≥ n+ 1)

qui donne :
P(X = n) = P(X ≥ n)− P(X ≥ n+ 1)

(d) On en déduit que

∀n ∈ N, P(X = n) = un − un+1 = qn − qn+1 = qn(1− q) = qnp.

4. (a) La loi de X + 1 est donnée par :

(X + 1)(Ω) = N∗ et ∀n ≥ 1, P(X + 1 = n) = P(X = n− 1) = qn−1p

donc X + 1 suit bien une loi géométrique, de paramètre p.

(b) On en déduit que X + 1 admet une espérance et une variance et :

E(X + 1) =
1

p
et V (X + 1) =

1− p
p2

puis par linéarité de l’espérance et propriétés de la variance, X admet une espérance et une
variance et :

E(X) = E(X + 1)− 1 =
1− p
p

=
q

p
et V (X) = V (X + 1) =

1− p
p2

=
q

p2
.

Partie 2 : taux de panne d’une variable discrète.
Pour toute variable aléatoire Y à valeurs dans N et telle que, pour tout n de NP (Y ≥ n) > 0, on définit
le taux de panne de Y à l’instant n, noté λn par : ∀n ∈ N, λn = P(Y≥n) (Y = n).

1. (a) Par définition de la probabilité conditionnelle et comme (Y = n) ⊂ (Y ≥ n) on a :

λn =
P([Y = n] ∩ [Y ≥ n])

P(Y ≥ n)
=

P(Y = n)

P(Y ≥ n)

(b) On a alors

1− λn = 1− P (Y = n)

P (Y ≥ n)

=
P (Y ≥ n)− P (Y = n)

P (Y ≥ n)

=
P (Y ≥ n+ 1)

P (Y ≥ n)

car Y ne prend que des valeurs entières donc la question 3)c) de la partie I est valable pour Y .
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(c) Comme P(Y ≥ n => 0 pour tout entier n alors 1− λn > 0 et λn < 1.

D’autre part λn est définie comme une probabilité (conditionnelle) donc λn ≥ 0.

Finalement,
0 ≤ λn < 1

(d) Montrons par récurrence sur n que pour tout n ≥ 1, P(Y ≥ n) =
n−1∏
k=0

(1− λk) :

Initialisation : Pour n = 1,

1−1∏
k=0

(1− λk) = 1− λ0 =
P(Y ≥ 1)

P(Y ≥ 0)
= P(Y ≥ 1)

car Y (Ω) = N donc P(Y ≥ 0) = 1, et la propriété est vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons qu’il existe n ∈ N∗ tel que P(Y ≥ n) =
n−1∏
k=0

(1− λk) alors :

n∏
k=0

(1− λk) =

(
n−1∏
k=0

(1− λk)

)
× (1− λn) = P(Y ≥ n)× P(Y ≥ n+ 1)

P(Y ≥ n)
= P(Y ≥ n+ 1)

et la propriété est vraie au rang n+ 1.

Conclusion :

∀n ∈ N∗, P(Y ≥ n) =

n−1∏
k=0

(1− λk).

2. (a) On a

n−1∑
k=0

P(Y = k) = P(Y ≤ n− 1) = P(Y > n− 1) = 1− P(Y > n− 1) = 1− P(Y ≥ n)

car Y ne prend que des valeurs entières.

(b) Comme Y (Ω) = N alors

lim
n→+∞

(
n−1∑
k=0

P(Y = k)

)
=

+∞∑
k=0

P (Y = k) = 1

donc

P(Y ≥ n) = 1−
n−1∑
k=0

P(Y = k) −−−−−→
n→+∞

1− 1 = 0.

(c) On en déduit que

P(Y ≥ n) =

n−1∏
k=0

(1− λk) −−−−−→
n→+∞

0.

On passe au logarithme :

ln

(
n−1∏
k=0

(1− λk)

)
−−−−−→
n→+∞

−∞.

Or

ln

(
n−1∏
k=0

(1− λk)

)
=

n−1∑
k=0

ln(1− λk)

donc en passant à l’opposé :

n−1∑
k=0

− ln(1− λk) −−−−−→
n→+∞

+∞.
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Partie 3 : caractérisation des variables dont la loi est du type de celle de X.

1. On avait P(X ≥ n) = qn et P(X = n) = qnp. Donc

∀n ∈ N, λn =
P(X = n)

P(X ≥ n)
=
qnp

qn
= p.

2. (a) Comme on est dans les hypothèses de la partie 2, on a :

0 ≤ λ < 1 et λ =
P(Z = n)

P(Z ≥ n)

D’où si λ = 0, pour tout n ∈ N on a

P(Z = n) = 0

ce qui est absurde (la somme des probabilités de la variable aléatoire vaut alors 0). Donc on
obtient :

0 < λ < 1

(b) On a vu que pour tout n ∈ N∗ :

P(Z ≥ n) =

n−1∏
k=0

(1− λ) = (1− λ)n

ce qui se généralise à n = 0 car (1− λ)0 = 1 et P(Z ≥ 0) = 1.

D’où on obtient :
∀n ∈ N, P(Z ≥ n) = (1− λ)n

(c) On en déduit que :

∀n ∈ N, P(Z = n) = P(Z ≥ n)− P(Z ≥ n+ 1) = (1− λ)n − (1− λ)n+1 = (1− λ)nλ

et la loi de Z est bien du type de X (il suffit de poser p = λ qui est bien compris strictement
entre 0 et 1 pour obtenir la même loi).
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