Lycée Clemenceau - ECE2 - Mme Marcelin

Correction du devoir maison n° 1

Exercice 1. : ECRICOME 1994

1. A= -1xones(4,4) +3*eye(4,4)

-2 =2 4 -2
-2 -2 =2

4. Comme A? = 2A+31, alors I = (A% —24) /3 =
et son inverse est A~! = 1 (A —2I)

5. On peut calculer A™ par récurrence car on connait une relation de récurrence entre les puissances
de A: ATl = A x A™.
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, il existe deux réels a,, et 3, tels que
A" = a, A+ B,1.
Initialisation : Pour n=00ona A°=71=0-A+1-1 donc g = 0 et By = 1 conviennent.
Hérédité : Supposons que pour un certain entier naturel n, on ait : A™ = a, A+ 5,1 ou o, et B,
sont des réels. Alors,
AL = A" A = (ap A+ Bnl) A = A%+ BpA = ap (2A+31) + BnA = 20, + Bn) A+ 3a, T
Donc ay 1 = 20, + B et Brr1 = 3, conviennent.

2 -1 -1 -1 2 -1 -1 -1 7T -2 -2 =2
9 42 -1 2 -1 -1 -1 2 -1 -1 [ -2 7 -2 =2
' - -1 -1 2 -1 -1 -1 2 -1 - -2 =2 7 =2
-1 -1 -1 2 -1 -1 -1 2 -2 -2 -2 7
4 -2 -2 =2 3 0 0
3. 2A+ 31 = 2 4 =22 + 8 ?) 8 = A? donc a = 2 et 3 = 3 conviennent.
0 0 3

W

(A—2I)/3 =41 (A—2I)Adonc A est inversible

Donc par récurrence que pour tout entier n il existe des réels «, et 5, tels que A™ = a, A+ 5,1
avec Qpt1 = 20, + Br et Bpy1 = 3a,

6. function [alpha,betal=suites(n)

alpha=0 \\ valeur de alpha(0)
beta=1 \\valeur de beta(0)
for k=1:n do

mem=alpha \\on mémorise 1l’ancienne valeur alpha(k-1)
alpha=2*alphatbeta \\ on calcule alpha(k)
beta=3*mem \\ on calcule beta(k)
end
endfunction
7. (a) Or pour tout n € N, a9 = 20541 + Bnt1 = 2041 + 3,

Donc (o), est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.

Son équation caractéristique est : 72 — 2r — 3 = 0 qui a pour racines -1 et 3

Donc pour tout entier n, o, = x (—1)" + y3™ avec = et y qui vérifient :

{ aozx(—l)?—l—y?)o @{ O=z+y @{ 1=4dy @{ y=1/4

a; =z (1) +y3! 1l=—x+3y x=3y—1 x=-1/4
Donc pour tout entier n, a,, = (3" — (—=1)") /4

(b) Bn =3an_1 =3 (— (-1)" '+ 3”_1) /4= (3(=1)"+3") /4 pour n > 1 et pour n = 0 égale-
ment.

8. (a) On aurait a_; = (3*1 - (71)‘1) JA=(1/3+1)/4=1/3

et S = (3 (-1)~" +3_1) /4 = (=3+1/3)/4 = —2/3 ce qui correspond aux coefficients
trouvés.
Donc les expressions sont encore valables pour n = —1.
(b) Montrons par récurrence sur n € N* la propriété P(n) :
"(ATY" = anAt Bonl = (37— (<1)7") /44 + (3(-1) " 437 Jar"
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Initialisation : Pour n = 1 la propriété est vérifiee d’aprés la question 8.(a) Hérédité :
Soit n € N* tel que P(n) est vraie : (A~1)" = (3_" - (—1)_") J4A + (3 (-1)" "+ 3_") /41,

alors,

(A"H)m™H = (Al x A
. ((3—" - (—1)‘") J4A + (3 (—1)"" + 3—") /41) A

= (3T (=17 4AAT (3 (-1 437 f4rAT!

en développant

= (37— (=) 7) I+ (3(-1) T 437 jaa
i (7O )
— % (3(—1)*” + 3‘”) J4A + (3‘” — (=)™ =2(-1)" - 53_") /AT

= ((—1)_" + 3‘("“)) J4A + (3‘<"+1> -3 (—1)‘") /AT

car %XB*":S*(”JA)
- (_ (—1)" "+ 4 3—<”+1>) J4A + (3—<"+1> +3 (—1)—<"+1)) /4l

car (—1)=n=—(—1)—(n+1)

Donc P(n + 1) est vraie;

Ainsi, par récurrence que pour tout entier n il existe des réels a,, et 3, tels que A™ = a, A+

Bl

Exercice 2. : edhec 2006

Partie 1 : étude d’une variable discréte sans mémoire.

Soit X une variable aléatoire discréte, a valeurs dans N telle que : Ym € N, P(X > m) > 0.
On suppose également que X vérifie : V(m,n) € N x N, P(x>,,)(X > n+m) = P(X > n). On pose
P(X =0) = p et on suppose que p > 0.

1. Comme les valeurs de X sont entiéres, (X > 1) = (X = 0).

Donc
P(X>1)=1-P(X=0)=1-p=gq
et P(X > 1) > 0 par hypotheses, donc ¢ > 0.

Et comme ¢ =1 — p et que p > 0 alors ¢ < 1.
En rassemblant on a bien

0<g<l1.
2. On revient & la définition de la probabilité conditionnelle, et on sait que n > 0 donc n+m > m et
enfin :
(X >n+m)C (X >m)
donc

Pixs>m)(X >n+m) = P(X>n+m]N[X >m]) PX >n+m)

P(X >m)  P(X >m)
Or I’énoncé donne
. P(X >n+m)
Px>m)(X >n+m)=P(X >n) donc on obtient P sm) P(X >n)

On en déduit (on multiplie par une probabilité qui est donc positive) que

V(m,n) e NxN, P(X>n+m)=PX >m)P(X >n)
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3. Pour tout n de N on pose u,, = P(X > n).

(a) On cherche & exprimer u,+; = P(X > n + 1) en fonction de u, = P(X > n) donc on applique
la relation précédente avec m =1 :

U1 =P(X >n+1)=P(X >n)P(X > 1)qu,
et la suite (u,) est géométrique de raison q.
(b) On obtient alors :
VneN, P(X >n)=u,=q"u=q¢"(P(X>0)
et comme X (Q) = N, I'événement (X > 0) est certain et enfin :
VneN, P(X>n)=4q"
(¢) Comme X ne prend que des valeurs entiéres,
(X>n)=X=nUX>n)=X=n)UX>n+1)
et comme 'union est incompatible,
PX>n)=P(X=n)+P(X >n+1)

qui donne :
P(X=n)=P(X >n)-P(X >n+1)

(d) On en déduit que
VneN, P(X=n)=u, —tp1=¢"—q¢"' =¢"(1-¢q)=q"p.
4. (a) Laloi de X + 1 est donnée par :
(X+1D)(Q)=N et VYn>1, P(X+1=n)=PX=n—-1)=¢""1p

donc X + 1 suit bien une loi géométrique, de paramétre p.

(b) On en déduit que X 4+ 1 admet une espérance et une variance et :

1 1-
BX+1)= et V(X+1)= pzp

puis par linéarité de ’espérance et propriétés de la variance, X admet une espérance et une

variance et :
1l-p ¢ l-p ¢
FX)=FX+1)—-1=—== ¢ VX)=V(X+1) =
(X) ( ) ) ) (X) ( ) Z T

5

Partie 2 : taux de panne d’une variable discréte.

Pour toute variable aléatoire Y a valeurs dans N et telle que, pour tout n de NP (Y > n) > 0, on définit
le taux de panne de Y & I'instant n, noté A\, par : Vn € N, A\, = Py >p) (Y =n).

1. (a) Par définition de la probabilité conditionnelle et comme (Y =n) C (Y >n)on a:

P([Y =n]n[Y >n]) _P(Y =n)

An = P(Y >n) T P(Y >n)

(b) On a alors

,_.
I
>
3
I
—
I
-
==

-
< e,
%
|
.
~
I
3

g
>~<

~o
~<liv
Vis |3

car Y ne prend que des valeurs entiéres donc la question 3)c) de la partie I est valable pour Y.
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(¢) Comme P(Y > n => 0 pour tout entier n alors 1 — A, > 0 et A\, < 1.

D’autre part A, est définie comme une probabilité (conditionnelle) donc A, > 0.

Finalement,
0< A\, <1
n—1
(d) Montrons par récurrence sur n que pour tout n > 1, P(Y > n) = [] (1 — A) :
k=0
Initialisation : Pour n =1,
1-1
PY >1)
1-X)=1-X=—==PF >1

k=0
car Y(2) = N donc P(Y > 0) = 1, et la propriété est vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons qu'’il existe n € N* tel que P(Y > n) = ] (1 — Ax) alors :

k=0
n n—1
P(Y >n+1)
[Ta—-x) = <H(1_)\k)> X (1=An) =P 2n) x W:P(an‘f'l)
k=0 k=0
et la propriété est vraie au rang n + 1.
Conclusion : )
VneN, P >n)= ][]0 -\)
k=0
2.(a) On a

SiHY:k%:Han—lﬁﬂ%Y>n—D:1—HY>n—U:1—HYZn)
k=0

car Y ne prend que des valeurs entiéres.

(b) Comme Y (2) = N alors

=0 k=0
donc
n—1
P(Y >n) = —E:HY=kh;;jl—1—0
k=0
(¢) On en déduit que
n—1

On passe au logarithme :

donc en passant a 'opposé :

n—1
k=0
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Partie 3 : caractérisation des variables dont la loi est du type de celle de X.
1. On avait P(X > n) = ¢" et P(X =n) = ¢"p. Donc

n)  q"p

n

X
VneN, A\=-—o 9P _,
neN, X = g P

P(Z =n)
0<A<l e A=
sAsh e P(Z>n
D’ott si A =0, pour tout n € Non a
P(Z=n)=0
ce qui est absurde (la somme des probabilités de la variable aléatoire vaut alors 0). Donc on
obtient :
0<A<1
(b) On a vu que pour tout n € N* :
n—1
P(Zzn)=][A-N=0-N"
k=0

ce qui se généralise & n =0 car (1-\)°=1et P(Z>0)=1.

D’out on obtient :
VneN, P(Z>n)=(1-X)"

(¢) On en déduit que :

VneN, P(Z=n)=P(Z>n)-P(Z>n+1)=(1-N"—(1-N"T"=(1-X\"\

et la loi de Z est bien du type de X (il suffit de poser p = A qui est bien compris strictement
entre 0 et 1 pour obtenir la méme loi).



