Devoir maison n° 1 bis

A rendre le Mardi 17 Septembre 2019

Exercice 1. : Révisions calcul matriciel et suites
2 -1 -1 -1
. -1 2 -1 -1 . . .
Soit A = 1 1 9 _1 et I la matrice unité de taille 4.
-1 -1 -1 2
1. Informatique : Donner les valeurs de a et b telles que la commande Scilab suivante construise
la matrice A :
A= axones(4,4)+bxeye(4,4)
2. Calculer A?
3. Montrer qu’il existe deux réels a et 3 tels que A% = oA+ 31

4. En déduire (sans faire de pivot) que A est inversible et exprimer son inverse en fonction de A et de I.

5. Etablir par récurrence que pour tout entier naturel n il existe des réels a, et 5, tels que A" = a, A + B,1
On exprimera a1 et 5,41 en fonction de a,, et 5,.
6. Scilab : compléter la fonction suivante qui prend n en entrée et renvoit en sortie les valeurs de a., et

Br

function [alpha,betal=suites(n)
alpha=0
beta=1
for k=1:n do
mem=
alpha=
beta=
end
endfunction

7. (a) Montrer que la suite (), est récurrente linéaire d’ordre 2 et déterminer Iexpression de o,
en fonction de n.

(b) En déduire celle de 3,,.
8. (a) Les expressions de a,, et 3, sont-elles encore valables pour n = —17
(b) Montrer que pour tout n € N, A" = a_, A+ B_,1.

Exercice 2.

Partie I : Etude d’une variable discréte sans mémoire.
Soit X une variable aléatoire discréte, a valeurs dans N telle que : Ym € N,  P(X >m) > 0.
On suppose également que X vérifie : V(m;n) € Nx N,  Px>m) (X > n+m)=P(X >n).
On pose P(X = 0) = p et on suppose que p > 0.
1. On pose ¢ = 1 — p. Montrer que P(X > 1) = ¢q. En déduire que 0 < ¢ < 1.
2. Montrer que : V(m;n) e NxN, P(X >n+m)=P(X >m)P(X = n).
3. Pour tout n de N, on pose u,, = P(X > n).
(a) Utiliser la relation obtenue a la deuxiéme question pour montrer que la suite (u,) est géomé-
trique.
) Pour tout n de N, exprimer P(X > n) en fonction de n et de g.
) Etablir que : VneN, P(X=n)=P(X>2n)—P(X=2n+1)
d) En déduire que, pour tout n de N, on a P(X =n) = ¢"p.
)
)

Reconnaitre la loi suivie par la variable X + 1.
En déduire E(X) et V(X).



Partie II : Taux de panne d’une variable discréte.

Pour toute variable aléatoire Y & valeurs dans N et telle que, pour tout n de N, P(Y > n) > 0, on
définit le taux de panne de Y a l'instant n, noté A, par : Vn € N, A\, = Py, (Y =n).

) _ P(Y =n)

1. (a) Montrer que : Vn € N, )\TL = m
o . P(Y zn+1)
(b) En déduire que :Vn € N, 1— )\, = PV S

(c) Etablir alors que : Vn € N, 0 < A\, < 1.
n—1

(d) Montrer par récurrence, que : Yn € N*,  P(Y > n) = H(l — k).
k=0

n—1
2. (a) Montrer que :¥n € N, Z PY=k)=1-P(Y =2n)
k=0

(b) En déduire que lim P(Y >n)=0.
n—+o0o

n—1

(¢c) Montrer que nglfoo ];) —In(1 — \g) = +o0.

Partie III : Caractérisation des variables dont la loi est du type de celle de X.
1. Déterminer le taux de panne de la variable X dont la loi a été trouvée a la question 3d) de la partie
1.
2. On considére une variable aléatoire Z, a valeurs dans N, et vérifiant : Vn € N,  P(Z > n) > 0.
On suppose que le taux de panne de Z est constant, c’est-a-dire que 'on a : Vn € N, A\, = A,
(a) Montrer que 0 < A < 1.
(b) Pour tout n de N, déterminer P(Z > n) en fonction de A et n.

(¢) Conclure que les seules variables aléatoires Z & valeurs dans N dont le taux de panne est
constant et telles que pour tout n de N,  P(Z > n) > 0, sont les variables dont la loi est du
type de celle de X.



