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Indications devoir maison n°1

Exercice 1. : Révisions calcul matriciel et suites

2. trivial!

3. Soit vous trouvez « et  de téte, soit vous résolvez cette équation d’inconnues « et 3. Attention, il
faudra vérifier que « et 8 sont bien solution de I’équation sur tous les coefficients!

4. Utiliser la définition de l'inversibilité : une matrice A est inversible s’il existe une matrice B telle
que AB = 1.

5. Remarque : On peut faire une récurrence sur les puissances car on connait une relation de récurrence
entre la puissance n et la puissance n 4+ 1 : A" = A" x A.
On pourra utiliser la question 2. aw cours de la récurrence.

6.

7. (a)
(b)

8. (a)

Trouver une relation de récurrence d’ordre 2 signifie trouver une relation entre trois termes
consécutifs de la suite : a;, 42, @pt1 et ag.

Pour cela, il faut utiliser habilement 'une puis I’autre des 2 relations entre les suites () et
(Br) trouvées précédemment.

On peut ensuite en déduire «, en fonction de n car on sait trouver l'expression des suites
récurrentes linéaires d’ordre 2 :

Rappels :

Soit une suite vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 :

Vn € N upyo = aupy1 + buy, (%)

Pour trouver expression de w, en fonction de n il faut (méthode non démontrée a suivre

"bétement") :

— Résoudre I’équation caractéristique associée : X2 = aX + b.

— o Si I’équation caractéristique a 2 solutions x; et x5 alors la suites vérifiant ’équation (x)
sont les suites de la forme :

Vn € N, U = a(z)” + B(xz2)"

e Si I’équation caractéristique a 1 seule solution x( alors la suites vérifiant I’équation (x) sont
les suites de la forme :
Vn €N, un = ox0)" + pn(xo)"
— Il reste a trouver les valeurs de « et 8 en écrivant ces équations aux conditions initiales (n = 0
et n = 1) (la définition des suites de la question 4. vous permet de connaitre cp et ).
Utiliser les relations de la question 4.

Attention : la récurrence a permis de montrer que pour tout entier naturel n, on a A" =
anA+ Bn1, pas pour les entiers relatifs! Il faut donc calculer a_1 A + S_11 et vérifier que I’'on
obtient bien la matrice A~! obtenue a la question 3.

On rappelle que la puissance négative d’'une matrice n’a pas d’autre sens que comme étant la
matrice inverse de la puissance positive associée.

On sait donc, par définition, que A™" = (4A")~1 = (A=),

Il y a donc 2 méthodes possibles :

e Soit on utilise A= = (A")~! : Pour montrer que Iinverse de A" est bien a_,A + B_, [
en vérifiant que (a_, A+ f_,I) x A" = I.

e Soit on utilise A= = (A7) : on prouve I’égalité demandée par récurrence sur les puis-
sances de la matrice A~
On privilégiera plutot cette seconde méthode.
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Exercice 2.

Partie I : Etude d’une variable discréte sans mémoire.

1. — Pour le calcul de proba, se ramener aux seules probabilités connues dans 1’énoncé.

— Pour prouver un encadrement, on sépare en deux inégalités. Regarder les rares informations don-
nées par 1’énoncé...

2. Quelle hypothése de ’énoncé semble se rapprocher de ce résultat ?

_ P(ANnB)

On rappelle au passage que la définition de P4(B) = A
3. Pour tout n de N on pose u, = P(X > n).

On veut une relation entre wu, 1 et u, : quel est le rapport avec la question 27

C’est une suite géométrique donc vous connaissez ’expression de u, en fonction de uy par
exemple.

Résultat trés classique. Il vaut mieux transformer 1’égalité comme une proba est égale a la
somme de 2 probas . On sait que ce type d’égalité s’obtient en décomposant un événement
comme union d’événements 2 & 2 disjoints.

Evident.

Calculer la loi et reconnaitre une loi usuelle.

Attention, elles n’ont pas de raison d’étre les mémes que pour X! Appliquer proprement les
propriétés de I’espérance et de la variance.

Partie II : Taux de panne d’une variable discréte.

Le quotient doit faire penser & la définition de la probabilité conditionnelle. Il faudra alors
travailler sur l'intersection.

On remplace A, par sa valeur et on simplifie.

Penser & séparer ’encadrement en deux inégalités, et & tout passer d’un c6té pour se ramener
a chaque fois & un signe.

Ecrire le raisonnement par récurrence, et chercher un résultat précédent ou il est question d’'une
forme 1 — A....

Partir du coté plus compliqué (sur lequel on peut faire des calculs); a priori c’est celui de
P(.. > ..) et pas celui de la somme...

On cherche la limite d’une quantité, on isole cette quantité et on prend la limite!

Pas évident ; remarquer que la quantité considérée est le In d’une quantité rencontrée plus tot....

Partie III : Caractérisation des variables dont la loi est du type de celle de X.

1. Revenir & 'une des expressions précédentes du taux de panne; la loi de X étant connue, on peut
calculer les probabilités cherchées.

2. On considére une variable aléatoire Z, & valeurs dans N, et vérifiant : Yn € N*,  P(Z >n) > 0.
On suppose que le taux de panne de Z est constant, c’est-ad-dire que 'on a : Vn € N, A, = .

(a)

Pas évident : séparer ’encadrement en deux inégalités et utiliser des propriétés précédentes du
taux de panne; la grande difficulté est de savoir quelles propriétés précédentes sont générales
(et donc encore valables : ce sont celles de la partie II) et lesquelles étaient des cas particuliers
(et ne sont plus valables : ce sont celles de la partie I).
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(b) Idem : trouver un résultat de la partie II qui permet de le calculer en fonction de ce qu’on
connait déja.

(c) On veut donc passer de P(Z > ...) & P(Z = ...) : la méthode est classique et a déja été vue
plus tot dans le probléme.



