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Correction du devoir maison n° 2

Exercice 1. : EDHEC 2000

Partie 1 : étude de quelques exemples.

1. Au deuxiéme lancer on a eu au plus un changement donc X5(Q) = {0;1} et Xo suit une loi de
Bernouilli. De plus
(XQ = 1) :PlFQUFlpg

car il faut avoir obtenu deux résultats différents, donc par incompatibilité de la réunion et indépen-
dance des lancers :

P(X3 =1) = pqg+pq = 2pq
et Xo — B(2pq).

2. (a) On a X3(92) = {0;1;2} puis :
(X3 = 0) = PLPsPy U Fy F>

car il faut obtenir 3 fois le méme résultat, donc par incompatibilité de la réunion et indépendance
des lancers :
P(X5=0)=p*+¢*

Ensuite (X3 = 1) signifie qu’on a eu un changement, qui peut avoir eu lieu au 2e ou au 3e
lancer, tandis qu’on peut commencer soir par Pile soit par Face donc :

(X3 =1)=P P, FsUP, FyF3sUF1FoPs UF PoPs
donc par incompatibilité de la réunion et indépendance des lancers :
P(X3=1)=p’q+q°p+ ¢*p +p°q = pa(2p + 29) = 2pq(p + q) = 2pq.

Enfin (X5 = 2) signifie qu’on a changé eu 2e puis au 3e lancer donc selon le résultat du premier
lancer :
(X3=2)=P FhPsUF PF;

donc par incompatibilité de la réunion et indépendance des lancers :
P(X3=2)=p*q+q"p=pa(p + q) = pa.

(b) X3 est finie donc admet des moments de tous ordres. Pour le calcul on utilise la définition de
I'espérance pour E(z) puisqu’on connait sa loi, puis le théoréme de transfert pour E(X?) car
on connait la loi de X mais pas celle de X2, et enfin la formule de Koenig-Huyghens :

E(X3)=0x (p*+¢*) +1 x 2pg + 2 x pg = 4pq
puis
E(X3)=0%x (p° +¢°) + 17 x 2pg + 2% x pq = 6pq

et enfin
V(X3) = E(X3) — [E(X3))* = 6pq — 16p°¢* = 2pq(3 — 8pq).

3. (a) On obtient X4(02) = {0;1;2;3} puis :

— (X4 = 0) signifie aucun changement donc on a le méme résultat tout du long :
(X4 = 0) =P PP3Py U FyF3F,
et par incompatibilité de la réunion et indépendance des lancers :

P(Xy4=0)= pt+ ¢t
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— (X4 = 1) signifie qu’il y a un changement qui peut étre au 2e, 3e ou 4e lancer, et on peu
X 1) signifie qu’il y hang t qui peut &t 2e, 3 4e 1 , et peut
commencer par Pile ou par Face :

(X4=1)= P FoF5F, UP PoF3F,UP, Py PsFy U F1 PyPsPy U Fy Fo P3Py U F FyF3 Py
donc par incompatibilité de la réunion et indépendance des lancers :
P(Xy=1) =pg* +p’¢* + p’a+ p’¢ + p°¢* + pg® = 2pa(¢® + p* + pg).

— (X4 = 2) signifie qu’il y a eu deux changement qui peuvent survenir au 2e et 3e, 2e et 4e
ou 3e et 4e lancer, et on peut commencer par Pile ou Face :

(X4 = 2) = PS5 P3Py UP FoF3PyUP PoFsPyU FyPyFsFy U\ PoPsEly U FyFoPsFy
donc par incompatibilité de la réunion et indépendance des lancers :
P(Xy =2) =p’q+p°q+p’q+p¢® + p° ¢ + pg® = 2pa(p® + ¢ + pq).

— Enfin (X, = 3) signifie qu’on change a chaque lancer, donc selon le résultat du premier

lancer :
(X4 =3) =P F2P3Fy UF Py 3Py

et par incompatibilité de la réunion et indépendance des lancers :
P(X, =3) = 2p*¢*.
(b) Puisqu’on connait la loi de X4 on utilise la définition :

E(Xy) = 0x @' +4¢")+1x2pq(¢® +p* +pq) +2 x 2pg(q* + p* + pq) + 3 x 2p°¢*
= 6pq(q® + p* + pq) + 6p°q*> = 6pq(q® + p* + pq + pg) = 6pa(p*> + ¢* + 2pq) = 6pq(p + q)*

= 6pg x 1% = 6pq.

Partie 2 : étude du cas p # q. Dans cette partie, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1. (X,, = 0) signifie qu’on a le méme résultat a tous les lancers donc selon le premier lancer :
(X,=0=P...P,UF...F,
et par incompatibilité de la réunion et indépendance des lancers :
P(X,=0)=p"+4".

2. (X, = 1) signifie qu'on a eu un seul changement qui peut intervenir du 2e au n-e lancer, et on peut
commencer par Pile ou par Face :

(X, =1) = P\Fy...F,UP,PFy...F,U---UP,...Pn—2F, ,F,UP,...P,_,F,
UFRPy...P,URFP;...PyU---UF,...Fn—2P, P UF,...F,_\P,

Par incompatibilité de la réunion et indépendance des lancers :

P(Xn — 1) — (pqn—l +p2qn—2 + .. .pn—2q2 +pn—1q) + (qpn—l + q2pn—2 4+ +qn—2p+ qn—1p>
n—1 n—1
_ _ B 1— qul n—1
= 22}ﬁfk=ﬁf§3mlf=2prq1X—J;—%—*
k=1 k=1 1-pg
1— n—1_1-n n—-2 _ ,n—1_-—1
_ qun—l > p q — 2pg x q p q
1—pg~* 1-2
qn72 _ pnfqul qn72 _ pnfqul 2pq B B
= 2pgx ——Fp—— = 2pg” X = (@t =p"h)

. q—p q—p
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3. X,, = n — 1 signifie qu’on a eu n — 1 changements donc on a changé a chaque lancer du 2e au n-e :
séparons comme demandé selon la parité de n :

— Si n est pair, alors n s’écrit sous la forme n = 2k, avec k € N* : on a alors :
(Xpn=n—1)=PFs2PsFy... Py_1Fo, UFPyF3Py ... Fop_1 Py,
donc par incompatibilité de la réunion et indépendance des lancers :
P(Xn =n—1)=p"¢" + ¢*p* = 2p"¢" =2(pg)*.
— Si n est impair alors il s’écrit sous la forme n = 2k + 1, avec k € N : on a alors :
(Xn=n—-1)=PiFoPsFy... Py 1F5, Pojp1 UFVPoF3Py ... Fo 1 Pop Fop

donc par incompatibilité de la réunion et indépendance des lancers :

n—1

P(X,=n—1)=p" " + @k =pF ¥ (p +q) = (pg)* x 1 = (pg) "= .

4. X,, compte le nombre de changements et Z;, compte s’il y eu changement ou pas lors du k-e tirage;
comme les changements peuvent avoir lieu de 2e au n-e tirage, X,, est la somme :

X, = zn: 7.
k=2

On en déduit par linéarité de I’espérance que :

n

E(Xn) =Y _ E(Zy).

k=2

11 faut donc calculer E(Zy) : puisque c’est une loi de Bernouilli, il suffit de calculer son parameétre.
On cherche donc P(Z;, = 1).

Or (Z = 1) signifie qu’il y a un changement lors du k — e lancer, donc que les lancers n°k — 1 et
k donnent des résultats différents. Comme ce cela ne dépend aucunement des lancers précédents et
que les résultats des lancers k — 1 et k non plus (les lancers sont mutuellement indépendants) on
peut écrire simplement :

(Zr=1)= P11 Fry UF,_1 P

et par incompatibilité de la réunion et indépendance des lancers :
P(Z, =1) = 2pq.

Enfin on en déduit que pour tout k, Zj suit la loi de Bernouilli de paramétre 2pq donc admet une
espérance égale & 2pq, et enfin :

E(X,) = Z 2pq = 2pg(n — 1).
k=2

Partie 3 : simulation

1. function X=nbr_changements(n,p)
X=0
L=grand(1,n,’bin’,1,p)
for k=2:n do
if L(k) <> L(k-1) then
X=X+1
end
end
endfunction

2. Ce programme répéte 10000 fois I’épreuve précédente (lancer n = 10 piéces et compter le nombre de
changements a chaque fois) ; puis il calcule dans la variable S le nombre de fois ou il n’y a eu qu’un
seul changement au cours des n lancers.

A la fin du programme, 'instruction £=8/10000 calcule la fréquence de la modalité 1 pour la variable
aléatoire X,, au cours des 10000 simulations de X,,.
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3. e La premiére avelur affichée est la fréquence de 1’événement [X,, = 1] au cours de 10000 simulations
de la variable X,,.
e La seconde valeur affichée est ;’%2 (q"‘1 — p”_l) = P(X,, = 1) d’aprés la question 2, partie 2.

Or on sait que la fréquence de la modalité 1 pour X,, ( de événement [X,, = 1]) converge vers
P(X,, = 1) lorsqu’on simule la variable X,, un grand nombre de fois. Il est donc nomral que les deux
valeurs soient proches.

Exercice 2. : EDHEC 2012

Partie 1 : préliminaires Par la formule de la somme des termes d’une suite géométrique, on a

n
1— l.nJrl
Sat =1k
k=0 -
. n k 1—gnt? L. . P
On pose alors la fonction g(z) = ) 2" = 55— et on dérive ses 2 expressions (dérivable en tant que

k=0
polynoéme) :

1. g(z) = Y 2% donc ¢'(z) = Y ka1,
k=0 k=0

n 2™ (nt 1)z
2. g(z) = 1_1{;1 donc ¢'(z) = % Ainsi,

i P nz"™t — (n4+1)a" +1
X =

(1—x)?
k=0

Partie 2 :
1. Loi de T,

(a) Sil< k<n-—1,T, =k signifie qu’on a lancé k < n — 1 fois la piéce avant de s’arréter.
On n’a donc pas pu obtenir n faces, et on s’est arrété sur un pile.
Enfin les lancers précédents ne peuvent pas avoir donné pile, sinon on se serait arrété apreés.

D’ou, si k > 2,
P(T,=k)=P(FiN---NF._1NP)=¢""1p
par indépendance des lancers,
etsik=1,
P(T, =1)=P(P) =p=q"p

donc la formule ci-dessus est encore valable.

(b) T,, = n peut avoir été obtenu de deux maniéres : avec n fois face ou avec n — 1 fois face et une
fois pile.
On a donc :

P(T, =n) = P([FiN---NF,JU[F1N---NF,_1NP,]) = P(FiN---NF,)+P(FiN---NF,_1NP,)
par incompatibilité, puis :
PT,=n)=q¢"+¢"'p=¢""(qg+p)=q¢""

par indépendance des lancers.

(¢) Dans la somme, il faut isoler la valeur £ = n qui n’a pas la méme formule que les autres :

n n—1 1 _qn71
D PTu=k)=p) q" g TP A R e
k=1 P
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(d) T,, étant finie, elle a une espérance et :

n—1
_ e n—1¢"—ng" ' +1 e n—1¢"—ng" ' +1+ng" 1 —gq 1-
k=1

On aurait aussi pu prouver la formule de la somme des termes de la suite géométrique dérivée
avec une récurrence, ou encore directement la valeur de la somme par récurrence, sans passer
par la suite géométrique dérivée.

2. Loi de X,,.

a) et b) Lors des lancer, on a ou bien k Face puis un Pile et on s’arréte, ou bien n face et aucun pile et
on s’arréte.

Donc X,(R2) = {0,1} avec (X, = 0) = Fy N---N F, donc par indépendance des lancers,
P(X, =0)=q".

Donc X,, < B(1 — ¢"); X,, admet donc une espérance et E(X,) =1— ¢™.

3. Loide Y,

(a) Pour tout k € [[0,n — 1]], (Y, = k) signifie que 'on a eu k Face (donc pas n) et donc ensuite
un Pile, ce qui donne en écriture mathématique :

(Y, =k)=F,N---NF, N Py donc par indépendance des lancers, P(Y,, = k) = ¢*p.

(b) (Y, = n) signifie que 'on a eu n Face donc aucun pile (il ne peut y avoir plus de n lancers) d”ou :

(Y, =n)=FiN---NF, et par indépendance, P(Y,, =n) = ¢".

(¢) Le nombre total de lancer est le nombre total de Pile et de Face obtenus donc T,, = X,, + Y,
donc la linéarité de ’espérance donne :

1-1+q
1—g¢q o

E(Y) = B(T)-E(X,) = ==L _(1-¢") = (1-¢") (1 - 1) — (1-¢")

1—g¢q

4. (a) function [t,x,yl=simul(n,p)
t=0,x=0,y=0
while (x==0)&(t<n) do
t=t+1
if rand() >p then
y=y+1
else
x=x+1
end
end
endfunction

(b) les termes py veérifient : py = p et Vk € [2;n— 1], pr = qui—1 donc suivent une relation de suite
géométrique de raison g jusqu’au rang n — 1.
On a donc py, = u; x ¢*~1 = pg*~! pour tout k € [1;n —1] .

n—2 n—1

Enfin p,, = ¢/ppn—1 = ¢/ppq" ? =q

Cette fonction renvoit donc la loi (théorique) de la variable T,,.
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(¢) Ce programme mémorise 1000 simulations de la variable T;, dans un vecteur ligne T puis il tabule
les valeurs obtenues c’est-a-dire qu’il renvoit une matrice dont la premiére colonne contient les
modalités de T, (différentes valeurs prises par la variable 7}, lors des simulations) et la seconde
colonne contient les effectifs correspondants.

effectif

La fréquence de I’événement [T, = 5] au cours des 1000 simulations est donc f = =¥ — =
0,073

(d) Le diagramme des fréquences de T,, sur 1000 simulations est trés proche de la loi théorique
de T,, . On retrouve la propriété : la fréquence d’'un événement A sur un grand nombre de
simulations converge vers la probabilité mathématique de A.

Exercice 3. : Edhec 2013

1. (a) D’apres I’énoncé, a chaque épreuve soit on tire une boule blanche et le nombre de boules
blanches augmente de 1, soit on tire une noire et le nombre de boules blanches augmente de 1.

Donc X1(€2) = {0;2} et en notant B; I’événement :
« On a tiré une boule blanche au i-iéme tirage »
on obtient par équiprobabilité de tirer chaque boule de 'urne :
P(X; = 0) = P(B,) = % et P(X; =2) = P(By) = 2

(b) On remarque que si X; = 0, il ne reste plus de boule blanche dans I'urne donc on tire forcément
une boule noire au deuxiéme tirage. On a alors forcément X, = 1.

Si X7 = 2,1l y a 2 boules blanches et 4 noires d’ans I'urne pour le deuxiéme tirage donc on
peut soit tirer une blanche avec une probabilité % et obtenir Xs = 1, soit une noire avec une
probabilité % et Xo = 3.

Donc X5(€2) = {1;3} et de plus en appliquant les probabilités totales avec le systéme complet
d’événements ( [X; =0],[X; =2] ) :

1 — 3
P(X2 = 1) = P(X1 = 0) P(Xl:O)(XQ = 1)+P(X1 = 2) P(Xlzg)(Xg = 1) = 1 P(X1:0)(B2)+1 P(Xl:Q)(BQ)

et on peut calculer avec les probabilités conditionnelles explicitées ci-dessus :

1 3 1 1

De méme on a :

3 2
P(Xg :3) :P(Xl :O)P(Xlzo)(Xg :3)+P(X1 = 2)P(X1=2)(X2 = 3) = x 0+ Z X g = —.

A~ =

(¢) tirage=floor (rand()*4)
if tirage==0 then

X1=0
else
X1=2
end
if (X1==0) then
X2=1
else
tirage=floor (rand () *6)
if tirage<=1 then
X2=1
else X2=3
end
end
disp(X2,X1)



Lycée Clemenceau - ECE2 - Mme Marcelin

On revient au cas général (n est donc un entier naturel quelconque supérieur ou égal a 1) et on décide que
les tirages s’arrétent dés que I'urne ne contient plus de boules blanches.

Pour tout j de N, on note alors E; I'événement : « I'urne est dans I'état j initialement et les tirages
s’arrétent au bout d’un temps fini ». On pose e; = P(F};) et I'on a bien str ey = 1.

2. Avec le systéme complet d’événements (Bj, By) la formule des probabilités totales donne :
P(En) = P(Bl) Pp, (En) + P(E) PE(En)
— On obtient By avec la probabilité 7%= car il y a n boules blanches et 2n + 2 boules au total et

elles sont toutes équiprobables.

De plus dans ce cas on se retrouve dans I’état (n — 1), donc la probabilité qu’a partir de la les
tirages s’arrétent est Pp, (F,,) = P(E,—1) = €p—1.

n . n+2
2n+2 ~ 2n+42°

— On obtient donc B; avec la probabilité 1 —

Si on a eu By, on se retrouve dans ’état (n+ 1), donc la probabilité qu’a partir de 14 les tirages
s'arrétent est Pg-(Ey,) = P(Eny1) = enq1.

En remplacant alors chaque probabilité par sa valeur, on obtient bien :
n n+2

= ———e —€ .

2 + 2 on +2 "

3. (a) Montrons par récurrence sur n que : Vn € N, e, = e,41.

Vn e N*, e, n_1+

Initilisation : Par hypothéses ¢g = 1 et e; = P(E;) < 1 en tant que probabilité, donc la
propriété est vraie au rang n = 0.

Hérédité : On suppose qu'il existe n € N tel que e,, > e,,4+1, on a alors :

n—+1 n+3
en
2n+4 2n +4

€n+1 = En+2

On sait que e, > e,41 donc :

> n+1 n+3
€ntl 2 5 4€n —en
HZ o A T gy g2
puis en isolant e,y :
o ntld n+3 2n+4—(n+1) _ n+3 N
© - = e " en41 S s €nq2 =yl S 6
i 2n+4 on +4 "2 2n + 4 L on gt n+1 42

et la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion :
VneN, e, > En+1

(b) On en déduit que la suite (ey,) est décroissante.

Or e, est une probabilité donc la suite (e,,) est minorée par 0, elle est donc convergente.

On admet pour la suite que lim e, = 0.
n——+4oo

4. Pour tout entier naturel n, on pose u, = (n + 1)e,.
(a) On se sert de la relation que vérifie (e, ) : pour tout n > 1,

n n+2 n Up—1 n+2 Un+1
n — 1 n — 1 n— n = 1
tn = (nt1)e (”+><2n+2e o2t “) (”+><2n+2 n 2n+2xn+2>

Up—1 + Un+1 o Unp—1 + Un+1

T

donc en isolant uy,1 :
Un41 = 2Up — Up—1



Lycée Clemenceau - ECE2 - Mme Marcelin

(b) La suite (u,) est donc une suite récurrente double, dont on résout I’équation caractéristique :
20 4+1=0<= (2 - 1)’ =0<=2x=1
On a donc une solution double & 'équation caractéristique, il existe alors a et b tel que u,
s’écrit :
VneN, u,=al+btnl"=a+nb

Pour déterminer a et b on utilise des valeurs connues de (uy,) :

up=0+1)eg=1x1=1 et u =2¢

a+0b=1 — a=1
a+1b=2¢; b=2e; —a=2e; —1

Enfin on en déduit que pour tout n € N,

ce qui donne :

U, =14 (2¢1 — 1)n

(c¢) On divise par (n + 1) et on obtient :

n 4 1
n+1l n+1

VneN, e, = (2e; — 1)

Question astucieuse : il est impossible de calculer e; avec sa définition (on ne sait pas calculer cette
probabilité sans une étude trés complexe), on utilise alors le résultat admis par ’énoncé et qui n’a
toujours pas servi :

. . n 1
hmen—O—ngrfoo(Qel—1)n(1+%) +n—|—1 =(2e;—-1)x140

donc on obtient : )
261—1:O<:>61:§

et enfin :

€Ep =

n+1



