
Lycée Clemenceau - ECE2 - Mme Marcelin

Devoir maison no 4

A rendre le Mardi 5 Novembre 2019

Exercice 1.

On considère les matrices carrées d'ordre 3 suivantes :

A =

1 1 1
1 1 1
1 1 3

 , D =

0 0 0
0 1 0
0 0 4


1. Sans calcul, justi�er que A n'est pas inversible. En déduire une valeur propre de A.

2. Déterminer les valeurs propres de A.

3. Déterminer une base de chacun des sous-espaces propres de A.
On notera B = (X1, X2, X3) la famille obtenue en regroupant les trois vecteurs des bases des sous-
espaces propres.

4. Montrer que B est une base deM3,1(R).
5. En déduire qu'il existe une matrice P inversible de première ligne

(
1 1 1

)
telle que A = PDP−1.

On explicitera P et on déterminera P−1.

6. Informatique :

(a) Ecrire des instructions en Scilab qui a�che une matrice D diagonale et une matrice P inversible
telles que A = PDP−1.

(b) Une fois exécuté, le programme précédent a�che :

D=

0. 0. 0.

0. 1. 0.

0. 0. 4.

P=

column 1 to 2

0.7071068 0.5773503

- 0.7071068 0.5773503

0. - 0.5773503

column 3

0.4082483

0.4082483

0.8164966

Expliquer en quoi ces résultats sont cohérents avec vos calculs.

7. Déterminer alors An en fonction de P , D et n pour tout n ≥ 0. On ne calculera pas explicitement
les coe�cients de An.

8. Ecrire Dn en fonction de P , A et n.

On pose E et F les ensembles suivants :

E = {M ∈M3(R) tel que AM = MA}

et

F =

M =

 3a+ 2b+ c −3a+ 2b+ c −2b+ 2c
−3a+ 2b+ c 3a+ 2b+ c −2b+ 2c
−2b+ 2c −2b+ 2c 2b+ 4c

 tel que (a, b, c) ∈ R3


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9. Montrer que E est un sous-espaces vectoriel deM3(R).
10. Montrer que F est un sous-espaces vectoriel deM3(R) et déterminer une base de F .

11. Montrer que F ⊂ E.

12. On cherche à présent à prouver que E = F .

(a) Soit M une matrice deM3(R), on pose le changement de variable N = P−1MP . Montrer que :

AM = MA⇐⇒ DN = ND.

(b) Résoudre l'équation DN = ND, avec N une matrice quelconque deM3(R).
(c) En déduire �nalement une expression explicite de E, et conclure quant à l'objectif de la question.

Exercice 2.

On réalise une suite de lancers d'une pièce équilibrée, chaque lancer amenant donc pile ou face avec une
probabilité 1/2.
On note Pk (resp. Fk ) l'évènement : �on obtient pile (resp. face) au kéme lancer".
Pour ne pas surcharger l'écriture, on écrira, par exemple, P1F2 à la place de P1 ∩ F2.
On note X la variable aléatoire qui prend la valeur k si l'on obtient pour la première fois pile puis face
dans cet ordre aux lancers k− 1 et k (k désignant un entier supérieur ou égal à 2), X prenant la valeur 0
si l'on obtient jamais une telle succession.

1. Calculer P (X = 2).

2. (a) En remarquant que (X = 3) = P1P2F3 ∪ F1P2F3, calculer P (X = 3).

(b) Sur le modèle de la question précédente, écrire, pour tout entier k supérieur ou égal à 3,
l'évènement (X = k) comme réunion de (k − 1) évènements incompatibles.

(c) Déterminer P(X = k) pour tout entier k supérieur ou égal à 2.

(d) Calculer P(X = 0).

3. On se propose, dans cette question, de retrouver le résultat de la question 2) c : par une autre
méthode.

(a) Montrer que, k désignant un entier supérieur ou égal à 3, si le premier lancer est un pile, alors
il faut et il su�t que P2P3 . . . Pk−1Fk se réalise pour que (X = k) se réalise.

(b) En déduire, en utilisant la formule des probabilités totales que :

∀k > 3 P (X = k) =
1

2
P (X = k − 1) +

1

2k

(c) On pose, pour tout entier k supérieur ou égal à 2, uk = 2kP (X = k).
Montrer que la suite (uk)k>2 est arithmétique. Retrouver le résultat annoncé.

4. Montrer que X a une espérance E(X), puis la calculer.

5. Informatique :

(a) On rappelle que l'opérateur logique 'et' est codé par le symbole & en Scilab, et l'opérateur
logique 'ou' est codé par le symbole |
Compléter la fonction suivante qui e�ectue une simulation de la variable aléatoire X :

function x=simulX()

p1=floor(rand()*2)

p2=floor(rand()*2)

x=2

while ***** | ****** do

p1=p2

p2=floor(rand()*2)

x=********

end

endfunction

(b) A la suite de la dé�nition précédente, on ajoute les instructions suivantes :

C=zeros(1,20)

for k=1:1000 do

n=simulX()

C(n)=C(n)+1

end
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Expliquer ce que font ces instructions et indiquez ce que contiennent les cases du vecteur ligne
C, une fois le programme exécuté.

(c) On complète en�n le programme avec les instructions suivantes :

bar(1:20,C/1000)

L=zeros(1,20)

L(1)=0

puissances=1/2

for k=2:20 do

puissances=puissances*1/2

L(k)=(k-1)*puissances

end

scf(1)

bar(1:20, L)

Après exécution,le premier diagramme en bâton obtenu est :

et le second est :

Préciser ce qui est calculé dans le vecteur ligne L. Comparer et commenter les deux diagrammes
obtenus.

(d) Ecrire un programme qui, étant donné un entier naturel n, e�ectue n simulations indépendantes
de la variable X et calcule la moyenne m de ces simulations.
Lorsque n est proche de l'in�ni, vers quelle valeur convergera la valeur m ?
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Exercice 3.

1. (a) Montrer que pour tout x > 0 : x− ln (x) > 0

(b) On pose alors

 f (x) =
ln (x)

x− ln (x)
si x > 0

f (0) = −1
Déterminer l'ensemble de dé�nition D de la fonction f.

2. (a) Montrer que f est continue sur D.

(b) Montrer que f est dérivable (à droite ) en 0 et que f ′d (0) = 0.

3. (a) Justi�er que f est dérivable sur D \ {0} et calculer f ′ (x) pour tout x de D \ {0} .
(b) Déterminer la limite de f en +∞.

(c) Dresser le tableau de variations de f.

4. Etudier le signe de f (x) .

5. informatique :

(a) Compléter le programme suivant qui trace une courbe approchée de celle de f sur le segment
[0, 10]

function y=f(x)

if ******* then

y=-1

else

y=**********

end

endfunction

x=0:0.1:10

fplot2d(0:0.1:10,f)

(b) Le réel 0, 21 fait-il partie des nombres renvoyées par la commande x=0:0.1:10 ? Ecrire une
instruction x=, renvoyant les mêmes nombres que cette instruction mais utilisant la commande
linspace.

(c) On obtient le graphique :

Véri�er vos réponses aux questions d'étude de la fonction f à l'aide de ce graphique.

(d) On exécute le programme suivant :

D=zeros(1,20)

for k=1:20 do

D(k)= f(1/k)

end

plot(D,'*')
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On obtient le graphique :

Expliquer en quoi ce graphique est cohérent avec l'un des résultats de l'exercice.

Exercice 4.

Dans ce problème, la lettre n désigne un entier naturel non nul.

On note fn la fonction dé�nie sur R par : fn(x) = xe
−
n

x si x 6= 0 et fn(0) = 0.
On note (Cn) la courbe représentative de fn dans un repère orthonormé (O,~i,~j).

1. (a) Montrer que fn est continue à droite en 0.

(b) Montrer que fn est dérivable à droite en 0 et donner la valeur du nombre dérivé
à droite en 0 de fn.

2. (a) Montrer que fn est dérivable sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[. Pour tout réel x non nul,
calculer f ′n(x) puis étudier son signe.

(b) Calculer les limites de fn en +∞, −∞ et 0−, puis donner le tableau de variation de fn.

3. (a) Rappeler le développement limité à l'ordre 2 de eu lorsque u est au voisinage de 0.

(b) En déduire que, lorsque x est au voisinage de +∞ ou au voisinage de −∞, on a :

fn(x) = x− n+
n2

2x
+ o(

1

x
).

(c) En déduire qu'au voisinage de +∞, ainsi qu'au voisinage de −∞, (Cn) admet une asymptote
�oblique� (Dn) dont on donnera une équation. Préciser la position relative de (Dn) et (Cn) aux
voisinages de +∞ et de −∞.

(d) Donner l'allure de la courbe (C1).

4. (a) Montrer qu'il existe un unique réel, que l'on notera un, tel que fn(un) = 1.

(b) Véri�er que, pour tout n de N×, un est strictement supérieur à 1 et que un est solution de
l'équation x ln(x) = n.

(c) Étudier la fonction g dé�nie sur [1,+∞[ par g(x) = x lnx. En déduire, en utilisant la fonction
g−1, que lim

n→+∞
un = +∞.

(d) Justi�er la relation lnun + ln(lnun) = lnn, puis montrer que lnun ∼
n→+∞

lnn.

En déduire un équivalent de un lorsque n est au voisinage de +∞.

5. (a) Montrer que la suite (un)n>1 est strictement croissante.

(b) Montrer que : fn(un+1) = exp(
1

un+1
).

6. On pose In =
un+1∫
un

fn(t)dt.
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(a) Montrer que : 1 6
In

un+1 − un
6 exp(

1

un+1
).

(b) En déduire un équivalent de In lorsque n est au voisinage de +∞.

(c) Montrer alors que la série de terme général In est divergente.
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