
Lycée Clemenceau- ECE2 - Mme Marcelin

Correction du devoir maison no 5

Exercice 1. : ecricome 2014

On considère la fonction f dé�nie sur [0; +∞[ par :

f(x) =


1 si x = 0

x

ln(1 + x)
si x ∈ ]0; +∞[

ainsi que la suite (un)n∈N dé�nie par :

u0 = e et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)

1. • sur ]0; +∞[ : Le numérateur est strictement positif, on cherche le signe du dénominateur :
x > 0 donc 1 + x > 1 donc ln(1 + x) > ln(1) = 0

et on en déduit par quotient que pour tout x ∈]0; +∞[, f(x) > 0. De plus,
• f(0) = 1 > 0 donc :

∀x ∈ [0; +∞[, f(x) > 0.

On a donc prouvé que f([0;+∞[) ⊂ [0,+∞[( i.e. que [0,+∞[ est un intervalle stable par f).

On prouve alors par récurrence sur N la propriété P(n) : " un existe et est strictement positif
", :

• Initialisation : u0 = e existe et est bien strictement positif, donc la propriété est vraie au rang
n = 0.

• Hérédité : on suppose qu'il existe n ∈ N tel que un existe et est strictement positif.

Alors un est dans l'ensemble de dé�nition de f , donc un+1 = f(un) existe bien, et d'après le
signe de f il est strictement positif. La propriété est donc vraie au rang n+ 1.

• Conclusion : Pour tout n ∈ N, un existe (et il est strictement positif).

2. Puisque un > 0 pour tout n, il n'est pas nécessaire de programmer la valeur en 0 de f ce qui donne :

N=input('Entrer le rang N du terme à calculer: ')

u= exp(1)

for k=1:N do

u= u/log(1+u)

end

disp(u, 'La valeur de U_N est :')

3. Comme 1 + x > 0 et ln(1 + x) 6= 0, f est continue sur ]0; +∞[ comme composée et quotient de
fonctions continues. Au voisinage de 0, et pour x 6= 0, on a :

f(x) =
x

ln(1 + x)
=

x

x− x2

2 + o(x2)
=

x

x[1− x
2 + o(x)]

=
1

1− x
2 + o(x)

−−−−−−→
x→0,x 6=0

1 = f(0)

donc f est continue en 0, et �nalement sur [0; +∞[.

4. Comme 1 + x > 0 et ln(1 + x) 6= 0, f est de classe C1 sur ]0; +∞[ comme composée et quotient de
fonctions de classe C1.
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5. ∀x 6= 0, f(x)−f(0)
x =

x

ln(1 + x)
−1

x = x−ln(1+x)
x ln(1+x) .

Or x− ln(1 + x) = x− (x− x2

2 + o(x2)) = x2

2 + o(x2).

Ainsi, ∀x 6= 0, f(x)−f(0)
x =

x2

2 +o(x2)

x(x− x2

2 +o(x2))
=

x2( 1
2+o(1))

x2(1− x
2+o(x)) =

1
2+o(1)

1− x
2+o(x) −−−−−−→x→0,x 6=0

1
2 .

Le taux d'accroissement en 0 a une limite �nie donc f est dérivable en 0 et f ′(0) = 1
2 .

6.
1

1 + x
= 1− x+ x2 + o(x2) donc

x

1 + x
= x− x2 + x3 + o(x3) = x− x2 + o(x2)

D'autre part, toujours au voisinage de 0 et à l'ordre 2 , on sait que :

ln(1 + x) = x− x2

2
+ o(x2) donc ln(1 + x)− x

1 + x
= x− x2

2
− x+ x2 + o(x2) =

x2

2
+ o(x2).

D'autre part, pour x 6= 0, on a :

f ′(x) =
ln(1 + x)− x

1+x

[ln(1 + x)]2

et avec le DL de ln(1 + x) donné ci-dessus on obtient au voisinage de 0 :

f ′(x) =
x2

2 + o(x2)

[x+ o(x)]2
=

x2

2 [1 + o(1)]

x2[1 + o(1)]2
=

1

2
× 1 + o(1)

[1 + o(1)]2
∼ 1

2

7. On sait déjà que f est de classe C1 sur ]0; +∞[.
Il reste à montrer que f est de classe C1 en 0 :
• D'après la question 5., on sait que f est dérivable en 0 et que f ′(0) = 1/2 ;
• De plus, d'après la question 6., on sait que lim

x→0
f ′(x) = 1/2 donc lim

x→0
f ′(x) = f ′(0) donc f ′ est

continue en 0.
Ainsi, f est de classe C1 en 0

8. Puisqu'on a une information de départ sur x, on va tenter de construire l'inégalité ; au moindre
problème, on peut changer de "tactique" et se ramener au signe d'une quantité, qu'on cherche par
tableau de signe et éventuelle étude de fonction pour les facteurs récalcitrants.

Le numérateur x est toujours dans la majoration, on s'occupe donc du dénominateur : on sait que

x ≥ e− 1 donc 1 + x ≥ e > 0

puis par croissance stricte du logarithme sur ]0; +∞[ et décroissance stricte de l'inverse sur ]0; +∞[ :

ln(1 + x) ≥ ln(e) = 1 > 0 et en�n
1

ln(1 + x)
≤ 1

En�n on multiplie par x > 0, on a :
f(x) ≤ x.

De même pour la seconde inégalité, le facteur (x + 1) est encore dans le minorant, on commence
par s'occuper du ln : on vient de voir que pour x ≥ e − 1, ln(x + 1) ≥ 1 puis en multipliant par
x+ 1 ≥ e > 0, on obtient bien :

(x+ 1) ln(x+ 1) ≥ (x+ 1).

En�n on reprend l'expression de f ′(x) : pour x > 0, donc pour x ≥ e− 1, on a :

f ′(x) =
(1 + x) ln(1 + x)− x
(1 + x)[ln(1 + x)]2

Le dénominateur est strictement positif comme produit de facteurs strictement positifs, on remarque
ensuite que pour x ≥ e− 1 :

(1 + x) ln(1 + x) ≥ (1 + x) donc (1 + x) ln(1 + x)− x ≥ 1 > 0

donc le numérateur est strictement positif, et par quotient,

f ′(x) > 0 et a fortiori f ′(x) ≥ 0 sur [e− 1;+∞[.
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9. Montrons par récurrence sur n que pour tout n ∈ N, un ≥ e− 1 :

• Initialisation : u0 = e ≥ e− 1 donc la propriété est vraie au rang n = 0.

• Hérédité : on suppose qu'il existe n ∈ N tel que un ≥ e − 1, alors par croissance de f sur
[e− 1;+∞[ (car f ′ y est positive d'après 8.) on a :

f(un) ≥ f(e− 1) donc un+1 ≥
e− 1

ln(e− 1 + 1)
=
e− 1

ln(e)
=
e− 1

1
= e− 1

et la propriété est vraie au rang n+ 1.
(autre rédaction possible : comme f est continue et croissante sur [e − 1,+∞[ alors f([e −
1,+∞[) = [f(e − 1); lim

+∞
f [= [e − 1,+∞[ donc [e − 1,+∞[ est stable par f ainsi comme un ∈

[e− 1,+∞[ alors un+1 = f(un) ∈ [e− 1,+∞[. )

• Conclusion : pour tout n ∈ N,
e− 1 ≤ un.

10. La suite (un) est minorée, cherchons ses variations : on peut le faire par récurrence (on vient d'obtenir
la croissance de f sur un intervalle où se trouvent tous les un, et le premier terme u0 n'est pas
quelconque) ou en étudiant un+1 − un :

un+1 − un = f(un)− un ≤ un − un = 0

car pour tout n ∈ N, un ≥ e − 1 donc on peut appliquer la question 7 qui donne f(x) ≤ x pour
x ≥ e− 1.

On en déduit que la suite (un) est décroissante et minorée par e − 1, elle converge donc vers une
limite L telle que L ≥ e− 1 (par passage à la limite dans les inégalités).

En�n par continuité de f en L (car L ≥ e − 1 ) et passage à la limite des égalités, un+1 = f(un)
donne :

L = f(L)⇐⇒ L =
L

ln(1 + L)
⇐⇒ L ln(1 + L) = L⇐⇒ L[ln(1 + L)− 1] = 0.

L'un des facteurs est donc nul. Or L ≥ e−1 > 0, on a donc (en composant ensuite par l'exponentielle
strictement croissante donc bijective) :

ln(1 + L)− 1 = 0⇐⇒ ln(1 + L) = 1⇐⇒ 1 + L = e⇐⇒ L = e− 1

donc la suite (un) converge vers e− 1.

Exercice 2. : EML 2004

On considère, pour toute matrice A deM3(R), les ensembles E1(A) et E2(A) suivants :

E1(A) = {M ∈M3(R);A M =M}
E2(A) = {M ∈M3(R);A2M = AM}

Partie I

1. L'espace est dé�ni sous forme implicite, on passe par la caractérisation des sous-espaces vectoriels :

• On remarque avec la dé�nition que E1(A) ⊂M3(R).

• Soit 0 la matrice nulle deM3(R), on a :

A× 0 = 0

donc 0 ∈ E1(A).
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• Soient M et N dans E1(A) i.e. AM =M et AN = N , et λ un réel alors :

A(λM +N) = λAM +AN = λM +N

donc (λM +N) ∈ E1(A), donc E1(A) est stable par combinaison linéaire.

• On en déduit donc que E1(A) est un sous-espace vectoriel deM3(R).

2.

(a) Soit M ∈ E1(A) i.e. AM =M , montrons que M ∈ E2(A).

A2M = A× (AM) = A× (M) = AM

donc M ∈ E2(A).
On peut donc en déduire que E1(A) ⊂ E2(A).

(b) Supposons que A est inversible. Montrons que E2(A) ⊂ E1(A) :

Soit M ∈ E2(A), on a A2M = AM , et en multipliant à gauche par A−1 on a :

A−1(A2M) = A−1(AM) donc AM = A

donc M ∈ E1(A).

En�n E2(A) ⊂ E1(A) et E1(A) ⊂ E2(A) donc E2(A) = E1(A).

3.

(a) Supposons que A− I est inversible. Alors

M ∈ E1(A)⇐⇒ AM =M ⇐⇒ AM −M = 0⇐⇒ (A− I)M = 0

et en multipliant à gauche par (A− I)−1 on obtient :

M ∈ E1(A)⇐⇒ (A− I)−1(A− I)M = (A− I)−10⇐⇒M = 0

On ne déduit donc :
E1(A) = {0}.

(b) B est inversible car c'est une matrice triangulaire supérieure sans 0 sur la diagonale. On en
déduit que (2b) :

E1(B) = E2(B)

De plus B − I =

 −2 1 0
0 −2 1
0 0 1

 est aussi inversible pour les mêmes raisons donc (3a)

E1(B) = E2(B) = {0}

Partie II

On considère la matrice C =

 3 −2 −1
1 0 −1
2 −2 0


1. On considère la matrice C−λI et on cherche les valeurs de λ pour lesquelles elle n'est pas inversible :

C − λI =

3− λ −2 −1
1 −λ −1
2 −2 −λ

 ⇐⇒ L3 ↔ L1

 2 −2 −λ
1 −λ −1

3− λ −2 −1


⇐⇒ L2 ← 2L2 − L1

L3 ← 2L3 − (3− λ)L1

2 −2 −λ
0 2− 2λ λ− 2
0 2− 2λ −2 + λ(3− λ)


⇐⇒

L3 ← L3 − L2

2 −2 −λ
0 2− 2λ λ− 2
0 0 −λ(3− λ)− λ


4
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La réduite obtenue est triangulaire, C − λI est inversible si et seulement si l'un au moins des
coe�cients diagonaux est nul donc si et seulement si :

2− 2λ = 0⇐⇒ 2 = 2λ⇐⇒ λ = 1

ou bien

−λ(3− λ)− λ = 0⇐⇒ −λ(2− λ) = 0⇐⇒ λ = 0 ou λ = 2

et on en déduit donc que
Sp(C) = {0; 1; 2}

2. Pour chaque valeur propre obtenue, on détermine alors le sous-espace propre associé en repartant
de la réduite triangulaire précédente :

Soit X =

xy
z

,

X ∈ E0(C) ⇐⇒ CX = 0⇐⇒

 2x− 2y = 0
2y − 2z = 0

0 = 0
⇐⇒

{
x = z
y = z

⇐⇒ X = z

1
1
1


donc on en déduit que :

E0(C) = Vect

1
1
1



X ∈ E1(C) ⇐⇒ (C − I)X = 0⇐⇒

 2x− 2y − z = 0
−z = 0
−3z = 0

⇐⇒
{
x = y
z = 0

⇐⇒ X = y

1
1
0


donc on en déduit que :

E1(C) = Vect

1
1
0



X ∈ E2(C) ⇐⇒ (C − 2I)X = 0⇐⇒

 2x− 2y − 2z = 0
−2y = 0

0 = 0
⇐⇒

{
x = z
y = 0

⇐⇒ X = z

1
0
1


donc on en déduit que :

E2(C) = Vect

1
0
1


3. La famille

1
1
1

 ,

1
1
0

 ,

1
0
1

 est constituée de vecteurs propres de C. Il reste à montrer que

c'est une base deM3,1(R) :
C'est une famille à 3 vecteurs dans un espace de dimension 3 donc il su�t de montrer qu'elle est
libre :
On résout l'équation d'inconnues (a, b, c) ∈ R3 :

a

1
1
1

+b

1
1
0

+c

1
0
1

 =

0
0
0

⇔
 a +b +c = 0 (L1)

a +b = 0 (L2)
a +c = 0 (L3)

⇔

 a +b +c = 0 (L1)
c = 0 (L2 ← L2 − L1)

b = 0 (L3 ← L3 − L1)

⇔ a = b = c = 0

La famille

1
1
1

 ,

1
1
0

 ,

1
0
1

 de vecteurs propres de C est donc une base de M3,1(R) donc C

est daigonalisable :
On a C = PDP−1 avec :

P =

 1 1 1
1 1 0
1 0 1

 et D =

 0 0 0
0 1 0
0 0 2


5
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4. −8, 882× 10−16 est extrêmement proche de 0 (cette valeur, qui en réalité est 0, est due aux approxi-
mations à 10 chi�res signi�catifs des nombres par Scilab, ce qui entraîne des erreurs d'approximations
dans les calculs numériques successifs).

On retrouve bien que les valeurs propres de C sont 0, 1 et 2.
De plus les trois vecteurs colonnes obtenus sont bien des vecteurs propres associés aux valeurs propres

correspondantes de D car ils sont respectivement colinéaires à

1
1
1

,

1
0
1

 et

1
1
0

.

On a bien une base deM3,1(R) constituée de vecteurs propres se C.

5. On a N = P−1M donc M = PN et on obtient :

M ∈ E1(C) ⇐⇒ CM =M ⇐⇒ (PDP−1)(PN) = PN ⇐⇒ PDP−1PN = PN

⇐⇒ PDN = PN ⇐⇒ P−1PDN = P−1PN en multipliant à gauche par P−1 inversible

⇐⇒ DN = N ⇐⇒ N ∈ E1(D)

6. On pose N =

 d e f
a b c
g h i

, alors :

DN =

 0 0 0
a b c
2g 2h 2i


ce qui donne :

N ∈ E1(D)⇐⇒ DN = N ⇐⇒

 d = 0 e = 0 f = 0
a = a b = b c = c
g = 2g h = 2h i = 2i

⇐⇒

 d = 0 e = 0 f = 0
a = a b = b c = c
g = 0 h = 0 i = 0

⇐⇒ N =

 0 0 0
a b c
0 0 0


7. M ∈ E1(C) si et seulement si il existe a, b et c tels que

N = P−1M =

 0 0 0
a b c
0 0 0


donc si et seulement si

M = PN =

 1 1 1
1 1 0
1 0 1

×
 0 0 0

a b c
0 0 0

 =

 a b c
a b c
0 0 0


= a

 1 0 0
1 0 0
0 0 0

+ b

 0 1 0
0 1 0
0 0 0

+ c

 0 0 1
0 0 1
0 0 0


donc

E1(C) = Vect

 1 0 0
1 0 0
0 0 0

 ;

 0 1 0
0 1 0
0 0 0

 ;

 0 0 1
0 0 1
0 0 0

 = Vect[M1,M2,M3]

La famille [M1,M2,M3] est donc génératrice de E1(C) et est également libre car :

aM1 + aM2 + cM3 = 0⇐⇒

 a b c
a b c
0 0 0

 = 0⇐⇒ a = b = c = 0

donc c'est une base de E1(C), qui est de dimension 3.

8. On montre de la même manière que M ∈ E2(C) si et seulement si N ∈ E2(D) :

M ∈ E2(C) ⇐⇒ C2M = CM ⇐⇒ C2(PN) = CPN ⇐⇒ P−1C2PN = P−1CPN = N

⇐⇒ D2N = DN ⇐⇒ N ∈ E2(D)

6
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On résout alors :

N ∈ E2(D) ⇐⇒ D2N = DN ⇐⇒

 0 = 0 0 = 0 0 = 0
a = a b = b c = c
4g = 2g 4h = 2h 4i = 2i

⇐⇒

 d = d e = e f = f
a = a b = b c = c
g = 0 h = 0 i = 0

⇐⇒ N =

 d e f
a b c
0 0 0


et en�n M ∈ E2(C) si et seulement si il existe a, b et c, d, e, f tels que

N = P−1M =

 d e f
a b c
0 0 0


donc si et seulement si

M = PN =

 1 1 1
1 1 0
1 0 1

×
 d e f

a b c
0 0 0

 =

 a+ d b+ e c+ f
a+ d b+ e c+ f

d e f


= a

1 0 0
1 0 0
0 0 0

+ b

0 1 0
0 1 0
0 0 0

+ c

0 0 1
0 0 1
0 0 0

+ d

1 0 0
1 0 0
1 0 0

+ e

0 1 0
0 1 0
0 1 0

+ f

0 0 1
0 0 1
0 0 1


donc

E2(C) = Vect

 1 0 0
1 0 0
0 0 0

 ;

 0 1 0
0 1 0
0 0 0

 ;

 0 0 1
0 0 1
0 0 0

 ;

 1 0 0
1 0 0
1 0 0

 ;

 0 1 0
0 1 0
0 1 0

 ;

 0 0 1
0 0 1
0 0 1


= Vect[M1,M2,M3,M4,M5,M6]

La famille [M1,M2,M3,M4,M5,M6] est donc génératrice de E2(C) et est également libre car :

aM1+aM2+cM3+dM4+eM5+fM6 = 0⇐⇒

 a+ d b+ e c+ f
a+ d b+ e c+ f

d e f

 = 0⇐⇒ a = b = c = d = e = f = 0

donc c'est une base de E2(C), qui est de dimension 6.

En�n E1 (C) 6= E2 (C) car ils ne sont pas de même dimension.

Exercice 3. : ecricome 96

1. f est dérivable sur R∗+ comme somme de deux fonctions usuelles dérivables et

f ′(x) =
1

x
+ 1 =

1 + x

x
> 0 sur R∗+

car 1 + x > 1 > 0 et x > 0 sur cet intervalle. On en déduit que f est strictement croissante sur R∗+,

et continue puisqu'elle est dérivable, donc réalise une bijection de R∗+ dans

]
lim
x→0

f(x); lim
x→+∞

f(x)

[
.

Or par somme de limites immédiates on obtient :

lim
x→0

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = +∞

donc f réalise une bijection de R∗+ dans ]−∞; +∞[= R.

De plus n ∈ R, donc n admet un unique antécédent par f , et l'équation (En) a donc une unique
solution, que l'on note xn.

7
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2. Montrons à présent que pour tout n ∈ N, xn ≤ xn+1 : ces deux quantités sont implicites donc on se
ramène à des quantités explicites : par stricte croissance de f ,

xn < xn+1 ⇐⇒ f(xn) < f(xn+1)⇐⇒ n < n+ 1.

Puisque n < n+ 1 est vrai pour tout n ∈ N, on en déduit que xn < xn+1 l'est aussi, et la suite (xn)
est bien strictement croissante.

3. On considère la fonction g(x) = lnx− x, qui est dérivable sur R∗+ avec

g′(x) =
1

x
− 1 =

1− x
x

qui est du signe de 1− x car x > 0, donc on obtient les variations suivantes :

x

g′(x)

g(x)

g(x)

0 1 +∞

+ 0 −

−1−1

− −

Comme g atteint un maximum en x = 1, égal à −1, elle est donc strictement négative sur R∗+, donc
pour tout x ∈ R∗+ :

ln(x)− x < 0 donc ln(x) < x.

4. Comme xn est implicite, on compose cet encadrement par f pour "désimpliciter" : par stricte
croissance de f ,

n

2
≤ xn ≤ n⇐⇒ f

(n
2

)
≤ f(xn) = n ≤ f(n).

On calcule alors :
f
(n
2

)
= ln

(n
2

)
+
n

2

donc l'inégalité de gauche revient à prouver que

ln
(n
2

)
≤ n

2

ce que la question précédente assure. En e�et n
2 ∈ R∗+ donc la question précédente donne :

ln
(n
2

)
<
n

2
donc f

(n
2

)
= ln

(n
2

)
+
n

2
<
n

2
+
n

2
= n.

De l'autre côté on calcule :
f(n) = n+ lnn

donc l'inégalité de droite revient à prouver que lnn ≥ 0. Or on sait que n ≥ 1, donc par stricte
croissance du logarithme,

ln(n) ≥ 0 donc f(x) = lnn+ n ≥ n.

On ne déduit �nalement que

f
(n
2

)
≤ f(xn) ≤ f(n) donc

n

2
≤ xn ≤ n.

5. Par théorème d'encadrement, on en déduit sans di�culté que

lim
n→+∞

xn = +∞.

8



Lycée Clemenceau- ECE2 - Mme Marcelin

6. Comme (xn) est implicite, il faut encadrer la quantité pour obtenir sa limite. Or on a un encadrement
de (xn), on compose par ln strictement croissante :

n

2
≤ xn ≤ n donc ln

(n
2

)
= lnn− ln 2 ≤ ln(xn) ≤ lnn.

On divise en�n par n > 0 :
lnn

n
− ln 2

n
≤ ln(xn)

n
≤ lnn

n
.

Par croissances comparées lnn
n −−−−−→n→+∞

0 donc les termes de gauche et droite tendent tous deux vers

0. On en déduit par encadrement que :

lim
n→+∞

ln(xn)

n
= 0.

Pour l'équivalent, il faut la limite du quotient qui doit valoir 1. Cette fois-ci l'encadrement de xn ne
permet pas de conclure, et on revient à la dé�nition de xn, qui nous dit que :

f(xn) = n⇐⇒ ln(xn) + xn = n.

On isole xn et on divise par n :

xn = n− ln(xn) donc
xn
n

= 1− ln(xn)

n
−−−−−→
n→+∞

1

d'après la limite précédente, donc on en déduit bien que :

xn ∼
+∞

n.

7. A nouveau l'encadrement précédent de xn (et donc de xn+1 ne permet pas de conclure (il permet
d'encadrer xn entre une quantité qui tend vers −∞ et une autre vers +∞, ce qui ne dit absolument
rien sur sa limite). On revient encore à la dé�nition :

f(xn) = n⇐⇒ ln(xn) + xn = n , f(xn+1) = n+ 1⇐⇒ ln(xn+1) + xn+1 = n+ 1

On en déduit que :

xn+1 − xn = n+ 1− ln(xn+1)− [n− ln(xn)] = 1 + ln(xn)− ln(xn+1) = 1− ln

(
xn
xn+1

)
.

En�n on cherche la limite du quotient à l'intérieur du logarithme : comme on a un quotient on peut
utiliser l'équivalent précédent, qui donne par changement de variable n′ = n+ 1 :

xn ∼
+∞

n et xn+1 ∼
+∞

n+ 1

donc
xn
xn+1

∼
+∞

n

n+ 1
∼
+∞

n

n
(
1 + 1

n

) ∼
+∞

n

n
∼
+∞

1

car 1+ 1
n tend vers 1 en +∞. On en déduit que ce quotient tend vers 1, puis par somme et composée

immédiates :

xn+1 − xn = 1− ln

(
xn
xn+1

)
−−−−−→
n→+∞

1− ln(1) = 1.

8. (a) On calcule :

un − 1 =
n− xn
lnn

− 1 =
n− xn − lnn

lnn
.

Pour faire disparaître xn et apparaître ln(xn), on revient une fois de plus à la dé�nition de xn :

xn + ln(xn) = n donc n− xn = ln(xn)

et on termine :

un − 1 =
ln(xn)− lnn

lnn
=

ln
(
xn

n

)
lnn

.

9
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(b) On va chercher à utiliser la question précédente, on écrit donc

un = 1 +
ln
(
xn

n

)
lnn

Or on a vu que

xn ∼
+∞

n donc
xn
n
∼
+∞

n

n
∼
+∞

1 −−−−−→
n→+∞

1

Par composée on en déduit que le numérateur de la fraction tend vers ln(1) = 0, donc par
quotient de limites la fraction tend vers 0, et en�n

lim
n→+∞

un = 1.

(c) Il faut prouver que
1− un

1
n

= n(1− un) −−−−−→
n→+∞

1.

Or on a vu que

un − 1 =
ln
(
xn

n

)
lnn

donc 1− un = −
ln
(
xn

n

)
lnn

et en�n

n(1− un) = −n
ln
(
xn

n

)
lnn

.

On remarque que comme xn

n −−−−−→n→+∞
1, on peut l'écrire sous la forme :

xn
n

= 1 +
xn
n
− 1

avec X = xn

n − 1 qui tend vers 0, donc par équivalent usuel ln(1 +X) ∼
0
X :

ln
(xn
n

)
∼
+∞

xn
n
− 1.

D'où on en déduit que :

n(1− un) ∼
+∞
−
n
(
xn

n − 1
)

lnn
= −xn − n

lnn
=
n− xn
lnn

= un −−−−−→
n→+∞

1

et on conclut �nalement que :

1− un ∼
+∞

1

n
.

9. Première méthode : on isole le o ( ) dans cette égalité pour savoir quelle limite considérer :

xn = n− lnn+
lnn

n
+ o

(
lnn

n

)
⇐⇒ xn − n+ lnn− lnn

n
= o

(
lnn

n

)
.

On cherche donc la limite en +∞ de :

xn − n+ lnn− lnn
n

lnn
n

=

(
xn − n+ lnn− lnn

n

)
× n

lnn
= n

(
xn − n
lnn

+ 1− 1

n

)

= n

(
−un + 1− 1

n

)
= n(1− un)− 1 −−−−−→

n→+∞
1− 1 = 0

d'après l'équivalent précédent. On en déduit bien que

xn − n+ lnn− lnn

n
= o

(
lnn

n

)
donc xn = n− lnn+

lnn

n
+ o

(
lnn

n

)
.

Deuxième méthode : puisqu'on doit le déduire de la question précédente, on réécrit l'équivalent avec
un o ( ) en revenant à la dé�nition :

1− un ∼
1

n
⇐⇒ 1− un =

1

n
+ o

(
1

n

)

10
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donc en revenant à la dé�nition de un :

1− n− xn
lnn

=
1

n
+ o

(
1

n

)
puis en multipliant par lnn et en isolant xn :

lnn− n+ xn =
lnn

n
+ o

(
lnn

n

)
donc xn = n− lnn+

lnn

n
++o

(
lnn

n

)
.

10. Informatique :

function y=f(x)

y=x+log(x)

endfunction

x=zeros(1,100)

for n=1:100 do

a=n/2

b=n

while abs(b-a) >10^{-6} do

m=(a+b)/2

if f(m)<n then

a=m

else

b=m

end

end

x(n)=(a+b)/2

end

plot(x,'+')

n=1:100

plot2d(n,n-log(n)+log(n)./n,style=5)

On remarque que la suite (xn) tend bien vers +∞ en ayant "le même comportement" que n au
voisinage de +∞.

De plus, les représentations graphiques de (xn) et de la suite (n − ln(n) + ln(n)
n ) se superposent au

voisinage de +∞ ce qui est cohérent avec le développement asymptotique obtenu en dernier question.

En e�et, ln(n)
n tend vers 0 en +∞ donc un o

(
lnn
n

)
est extrêmement petit, quasi nul au voisinage de

+∞.

Exercice 4. : edhec 2001

Partie 1

1. Pour tout k ∈ N∗, pour tout t ∈ [k; k + 1], par décroissance de la fonction inverse sur R∗+ :

k ≤ t ≤ k + 1 donc
1

k + 1
≤ 1

t
≤ 1

k

On intègre l'inégalité de gauche avec des bornes rangées dans l'ordre croissant :∫ k+1

k

1

k + 1
dt ≤

∫ k+1

k

1

t
dt

et en�n comme 1
k+1 est une constante,∫ k+1

k

1

k + 1
dt =

1

k + 1
(k + 1− k) = 1

k + 1
donc

1

k + 1
≤
∫ k+1

k

1

t
dt

11
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2. On somme ces inégalités pour k allant de 1 à n− 1, et on obtient :

n−1∑
k=1

1

k + 1
≤

n−1∑
k=1

∫ k+1

k

1

t
dt =

∫ n

1

1

t
dt =

[
ln |t|

]n
1
= ln(n)

En�n on e�ectue un changement d'indice dans la somme et on obtient :

n∑
k=2

1

k
= vn −

1

1
≤ ln(n) donc vn ≤ ln(n) + 1.

Partie 2

1. (a) Montrons par récurrence sur n que pour tout n ∈ N, un est bien dé�ni et un > 0 :

Initialisation : pour n = 0, u0 et dé�nie et u0 = 1 > 0 donc la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : supposons qu'il existe n ∈ N �xé tel que un existe et un > 0, alors 1
un

existe donc
un+1 également et par quotient de signes,

1

un
> 0 et un > 0 donc par somme un+1 = un +

1

un
> 0.

et la propriété est vraie au rang n+ 1.

Conclusion : pour tout n ∈ N, un existe bien et

un > 0.

(b) On véri�e que pour tout n ∈ N,

un+1 − un =
1

un
> 0 car un > 0

donc la suite (un) est croissante (strictement).

2. (a) On a (on pouvait aussi développer le carré et simpli�er) :

u2k+1 − u2k =

(
uk +

1

uk

)2

− u2k =

(
uk +

1

uk
+ uk

)
×
(
uk +

1

uk
− uk

)
=

1

uk
×
(
2uk +

1

uk

)
= 2 +

1

u2k
.

(b) • On somme les égalités de la question 2)a) pour k allant de 0 à n− 1 :

n−1∑
k=0

(u2k+1 − u2k) =
n−1∑
k=0

(
2 +

1

u2k

)
On remarque le télescopage pour calculer la somme de gauche, et à droite on sépare en
deux sommes et on calcule la première, évidente :

u2n − u20 = 2n+

n−1∑
k=0

1

u2k

et en�n on ajoute 1 des deux côtés, et comme u0 = 1 :

u2n = 2n+ 1 +

n−1∑
k=0

1

u2k
.

(c) Un carré est toujours positif, et la somme de termes positifs est toujours positive donc :

n−1∑
k=0

1

u2k
≥ 0

12
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puis on ajoute 2n+ 1 :

2n+ 1 +

n−1∑
k=0

1

u2k
= u2n > 2n+ 1.

Par comparaison puis en composant par la racine carrée avec un > 0, on en déduit que

lim
n→+∞

u2n = +∞ puis lim
n→+∞

√
u2n = lim

n→+∞
|un| = lim

n→+∞
un = +∞.

3. (a) L'astuce est d'utiliser la majoration de u2n pour minorer 1
u2
n

et donc minorer la somme dans

l'expression de u2n :

Pour tout n ∈ N, pour tout k ∈ J1;n − 1K (on part de k = 1 comme dans vn+1), on a par
décroissance de l'inverse sr R∗+ :

u2k ≥ 2k + 1 ≥ 2k donc
1

u2k
≤ 1

2k + 1
≤ 1

2k

donc en sommant ces inégalités on a :

n−1∑
k=1

1

u2k
≤

n−1∑
k=1

1

2k
=

1

2
vn−1

puis en rajoutant 1
u2
0
= 1 et 2n+ 1, on obtient :

u2n = 2n+ 2 +

n−1∑
k=1

1

u2k
≤ 2n+ 2 +

1

2
vn−1.

(b) Pour tout n ≥ 2, n− 1 ≥ 1 donc en appliquant la partie I on a :

vn−1 ≤ ln(n− 1) + 1 donc
1

2
vn−1 ≤

1

2
+

1

2
ln(n− 1)

On ajoute 2n+ 2 et on obtient :

u2n ≤ 2n+ 2 +
1

2
vn−1 ≤ 2n+

5

2
+

1

2
ln(n− 1).

(c) On a obtenu l'encadrement suivant de u2n pour tout n ≥ 2 :

2n+ 1 ≤ u2n ≤ 2n+
5

2
+

1

2
ln(n− 1)

et pour obtenir l'équivalent souhaité de un, on compose par la racine carrée (tous les termes
sont strictement positifs et |un| = un) puis on divise par

√
2n :

√
2n+ 1√
2n

≤ un√
2n
≤

√
2n+ 5

2 + 1
2 ln(n− 1)

√
2n

.

On cherche alors les limites des deux côtés de l'encadrement :

√
2n+ 1√
2n

=

√
2n
(
1 + 1

2n

)
2n

=

√
1 +

1

2n
−−−−−→
n→+∞

√
1 + 0 = 1.

et de l'autre côté, on a :√
2n+ 5

2 + 1
2 ln(n− 1)

√
2n

=

√√√√2n
(
1 + 5

4n + ln(n−1)
2n

)
2n

=

√
1 +

5

4n
+

ln
(
n
[
1− 1

n

])
2n

=

√
1 +

5

4n
+

ln(n) + ln
(
1− 1

n

)
2n

=

√√√√√
1 +

5

4n
+

ln(n)

(
1 +

ln(1− 1
n )

ln(n)

)
2n

13
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Or par quotient de limites

ln
(
1− 1

n

)
ln(n)

−−−−−→
n→+∞

0 donc

(
1 +

ln
(
1− 1

n

)
ln(n)

)
−−−−−→
n→+∞

1

et par croissances comparées
ln(n)

2n
−−−−−→
n→+∞

0

donc par produit, puis somme, composée de limites :

ln(n)

(
1 +

ln(1− 1
n )

ln(n)

)
2n

−−−−−→
n→+∞

0

puis

1 +
5

4n
+

ln(n)

(
1 +

ln(1− 1
n )

ln(n)

)
2n

−−−−−→
n→+∞

1

et en�n √√√√√
1 +

5

4n
+

ln(n)

(
1 +

ln(1− 1
n )

ln(n)

)
2n

−−−−−→
n→+∞

1

et donc les deux côtés de l'encadrement ont pour limite 1 en +∞, donc le terme du milieu aussi
par encadrement, ce qui donne :

lim
n→+∞

un√
2n

= 1 donc un ∼
+∞

√
2n.
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