Lycée Clemenceau - ECE2 - Mme Marcelin

Correction du devoir maison n° 8

Exercice 1. : EML 2009
On note f: R — R l'application définie, pour tout x € R, par :

f(x){ emx—l siz#0

1 siz=0

Partie I : Etude d’une fonction

1. (a) f est continue sur | — co;0[ et sur |0; +oo[ comme quotient de fonctions continues dont le dé-
nominateur ne s’annule pas.

De plus pour z # 0, e* =14z + %2 + o(z?) au voisinage de 0 puis :

x T 1

xTr) = = =
f( ) et —1 T+ L; + 0(;52) 1+ % + O(x) z—0,2#£0

1
L =1=f(0)
donc f est continue en 0, et f est donc continue sur R.

(b) f est de classe C! sur ] — 0o;0] et sur ]0; +o0o[ comme quotient de fonctions de classe C* dont
le dénominateur ne s’annule pas. De plus pour tout = # 0,

yoy et —1—we”
f(@-w

(c¢) Obtenons un DL du numérateur et du dénominateur au voisinage de 0 :

(" — 1) = (a2 + ofx))? = 2 + o(a?)

2

2
eﬁ—l—xemzl—i—x—l—a;+0(x2)—1—x<1+x+362+0(x2)>

e””—l—me””zm—l—%—i—o(ﬁ)—x—x ———l—o(:v?’):—x——i—o(xz)

D’out
2P (=5 +o0(1) —3+o0
f) = x2(12+ o)) e o

(d) Vo #0, {010 _ =71 _ rfioe

T z(e*—1)"
On cherche alors un développement limité de chacun des facteurs, a I'aide du DL de exp, on
obtient : ) )
r+1—e"=—-2 +o(x?). et e” —1 =2+ % +o(z?). Ainsi :
2

f@)=f(0) _ _—%to(=?
Va 7é 0, z—0 - ;c(x—i—%—i—o(a:z))'
On factorise les sommes par les termes prépondérants en O :

f@)=f0) _ 2*(=340(1) _ —z+o(l) 1
Ve #£0, == —— = 2 2

22(1+%+o(x)) — 1+%+o(x) 2—0,27£0 9

Ainsi, f est bien dérivable en 0 (car cette limite est finie) et f/(0) = —

(e) f est de classe C'! sur | — oo; 0] et ]0; +o00].
Il reste & montrer que f est de classe C' en 0 :
e f est dérivable en 0 d’aprés la question 1.(d) et f/(0) = —1/2;
e D’aprés la question 1.(c) ili% f'(z) = —1/2 donc ili% f'(z) = f'(0) donc f’ est continue en 0.
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2. (a) wu est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables et
u(z) = —e" + (1 —z)e” = —ze”
est strictement positive sur | — co; 0[, nulle en 0 et strictement négative sur |0; 4+o00].

On en déduit que w est strictement croissante sur | — oo;0] et strictement décroissante sur
[0; +o00].

(b) u admet donc un maximum strict en 0, qui vaut
u(0) = —1+1=0

donc u(z) < 0 sur | — 0o;0[ et sur |0; +o00].
Or sur ces deux intervalles f/(z) est du signe (strict) de u donc f/(z) < 0 sur R*.
De plus en z =0, f/(0) = —% < 0 donc f'(z) < 0 sur R.

(¢) lim f(z) = +4oo par quotient de limites, car xt —— —oco et € —1 —— —1.
T——00 T——00 T——00

En 400, on écrit
1
JZ0 PR R

e 1—e % 2400
x : A 1
car 2 tend vers 0 en 400 par croissances comparées et ;——= tend vers 1.

l—e—%

Enfin f/'(z) < 0 sur R donc f est strictement décroissante sur R et on obtient :

x —00 —+00

/(@) h \

3. x contient un nombre pair de valeurs (100 valeurs) réguliérement répartie entre —10 et 10 . 0 ne fait
donc pas partie de ces valeurs (il faudrait prendre un nombre impair de valeurs).
Tous les résultats de la partie I. apparaissent sur le graphe. ,
On voit notamment que la droite d’équation y = 1 — 1/2z se confond avec la courbe de f au
voisinage de 0. Ca semble donc étre la tangente a la corube de f au voisinage de 0, qui est de pente
—1/2 = f'(0) : cohérent avec le résultat de la question 1.(d)

0

Partie II : Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f

On consideére la suite (uy,) deéfinie par ug = 1 et, pour tout n € N, up41 = f (un).

neN?
1. On a f(0) = 1 # 0 donc 0 n’est pas un point fixe.

Pour z £ 0 on a

flz) =0 =

=l e —1l=l¢=e"=2«x=1In2
et —1

Donc z = In2 est 'unique point fixe de f.
2. (a) La fonction g : x — €2® — 2ze® — 1 est de classe C, et pour tout x réel,
g (r) = 2e** — 2e™ — 2ze” = 2e"(e* — 1 — )
La fonction h : x — e* — 1 — z est dérivable et pour tout x réel

B (z)=¢"—1



Lycée Clemenceau - ECE2 - Mme Marcelin

est nulle en 0 et strictement positive sur ]0; +o0l.

On en déduit que h est strictement croissante sur [0; +00[ donc admet un minimum strict en 0,
qui vaut
h(0)=¢e"—-1-0=0

et h(z) est strictement positive sur ]0; +oo[ et nulle en 0.

On en déduit que ¢'(z) est strictement positive sur ]0; +oo| et nulle en 0 donc g est strictement
croissante sur R*.

Elle atteint donc son minimum en 0, avec
g0)=e’-0-1=0

et on obtient bien :

(b) Pour tout x €]0; +o0],

e’ —1—ze® 1  2(e® —1—ze®) + (e —1)2

f'(z) +

1
27 (er—1)2 t5= 2(e* —1)2

1726I7272Z6E+62x726x+17€2I721’€x71

fa)y+3= 2(e — 1)2 T T 2(er —1)2

(¢) On en déduit que f/'(z) + 5 = 0 sur ]0; +o0[;

o=

de plus f/(0) + 1 = -3 + 3 =0 donc f'(z) + £ > 0 sur [0; +ool.
Cela donne donc f'(z) > —% sur R,
De plus on a déja prouvé que f’(x) < 0 sur R donc sur R, et on a bien :

YV €R+, —

(d) On reconnait une application des accroissements finis. Comme 'inégalité vérifiée par f' n’est
valable que sur R, il faut justifier que u,, € Ry pour tout n et que In(2) € Ry (évident).

On peut le prouver par une récurrence trés simple, ou astucieusement :
On aug=1>0 et pour tout n > 1, u, = f(un,—1) =0 car f(z) > 0 pour tout = € R.
D’ot u,, = 0 pour tout n € N.

f est continue sur Ry et dérivable sur R7, et

1
Vo e RY | (@) < 5

D’aprés 'inégalité des accroissements finis, avec a =In2 et b = u,, on a pour tout n € N :
1 1
|f(un) — f(In2)] < i\un—ln2| donc [tn1 —In2| < §\un—ln2|
3. Une récurrence classique donne le résultat :

Initialisation : 2° = 1 donc on a bien |ug —In2| =[1—-In2[=1-In2 < 5 (1 —In2).
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Heérédité : on suppose qu'il existe n € N tel que |u, — In2| < 2%(1 —1n2), alors

(1-1In2)= 1 (1-1n2)

X T 9n+tl

1
on

N |

1
[tpt1 — In2| < 3 |, —In2| <
et la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : .
Vn € N, |un—ln2\<2—n(1—ln2).

4. La suite 2" diverge vers +oo donc par quotient 5+ (1 —In2) converge vers 0 et par théoréme d’enca-
drement (une valeur absolue est toujours positive),

Up, —IN2 —— 0 etenfin u, ——In2

n——+4oo n——+oo
5. u=1

n=0
while abs(u-1n(2)) >= 10~(-9) do

n=n+1

u = u/(exp(u)-1)
end
disp(n)

Partie III : Etude d’une fonction définie par une intégrale

On note G : R — R Papplication définie, pour tout z € R, par :

2x
G )= | f()dt

x

1. f est continue sur R donc admet des primitives; soit F' une primitive de f, on a alors
Ve eR, G(x)=F(2z)— F(z)

Or F est dérivable, de dérivée f continue donc F est de classe C! sur R, donc G est de classe C*
sur R par somme et composée définie de fonctions de classe C! et :

Ve eR, G'(z)=2F(2x)— F'(z) =2f(2z) — f(x)

Premier cas : © # 0. Alors 2z # 0 et :

62-"5—1_6“3—1_eQm—l_(e””—l)(e””—Fl)_ e2r — 1 e ]

2% 2z r  2x2 z(e®+1)  dr—xe® —x  x(3—e€")

G'(x)
D’autre part si x =0, on a G'(0) = 2f(0) — f(0) = f(0) = 1.
2. (a) On az >0 donc 2z > x et les bornes de l'intégrale sont rangées dans 'ordre croissant.

f est positive et strictement décroissante sur [0; +o0o[ donc pour tout ¢ € [z;2z] on a
0<f(t) < f(=).

On intégre cette inégalité sur [x; 2z] et on obtient :

2x 2z

o< [ wdt< [ f@)dt=fl0) [¢]2 = f@)(20 — o) = 2f(2)

xT x

On obtient bien :

De plus on a :

xf(x) = = — X —0

e —1 et 1—e % z—o+o00

par croissances comparées. D’ou par théoréme d’encadrement on a

lim G(z)=0.

r—+o0
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(b) On a z < 0 donc 2z < z et les bornes de l'intégrale sont rangées dans l'ordre décroissant.

f est positive et strictement décroissante sur | — co; 0] donc pour tout = € [2z; x],
f2x) = f(t) = f(x)
puis en intégrant avec des bornes dans l’ordre décroissant on a :

iy dr< [ f@) di= f@) (12 = f@)@r—2) = 2 (2)

T x

On obtient bien :
VeeR_, G(z)<zf(x)

Enfin on a
22
- _
2f(@) = = —— —oo
car x2 ——— —oo+ o0 et e —1 ——— —oo — 1 donc par théoréme de comparaison,
r—r—00 Tr—r—00
lim G(z) = —o0.
r——00
3. Ona G'(0)=1>0.
Pour tout x # 0,
x(3 —e*)
G(z) = ——~
(r)= 5%

Or 3 — e” est strictement positive pour z < In 3, nulle en In 3 et strictement positive pour x > In 3.

D’autre part x et €2* — 1 sont de méme signe : strictement négatifs pour z < 0 et strictement positifs
pour z > 0 donc _zz— > 0 sur R".

On en déduit que G’(x) est du signe de 3 — e”, puis que G est strictement croissante sur | — oo;In 3]
et strictement décroissante sur [In 3; 4o00[.

x —00 0 In3 +00
x - 0 + +
e —1 - 0 + +
3—¢€” + 2 + 0 -
G (x) + 1 + 0 -
G(In3)
G(x) /0/ \
—0 0

Exercice 2. : Ecricome 2010

I. Etude de parties successives.
1. On commence par E1, qu’on écrit comme une union incompatible en se ramenant au couple (D1, Ds) :

6
Ey = (D1 < Dy) = | (D1 <i]N[Dy = 1i])
=2

(@3
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donc par incompatibilité puis avec 'indépendance des variables D; et Do et le changement d’indice
j=i—1:

o Sim1 1 1L 5x6 5
P(E)) =Y P(D; <i)P(Dy =) = S N= _ 2
(E1) ; (D1 <i)P(Dz =) ; 6 "6 362 36x2 12

De méme
6 6 1 1
P(EQ):ZP[(Dl:i)ﬂ(DQ:i)}:ZP(Dlzi)xP(DQZZ‘)ZGX%:6

i=1 i=1
et comme (E7, Fy, F3) est un systéme complet d’événements,

1 5 5
P =1-5-"15" 1
On pouvait aussi dire que P(E;) = P(E3) par symétrie des deux dés d’ou 2P(FE;) =1 — ¢.
Il était également possible dénombrer dans un tableau exhaustif de Q = [1,6]? dont les éléments
sont équiprobables :

D\Dy; [ 1 ]2 6
1 = < <
2 > =
6 > > =

ot on retrouve les 6 cas sur 36 d’égalité, et les (1 +2+ 3+ 4+ 5) = 15 cas sur 36 d’étre supérieur
(ou inférieur).

. On a X;(Q2) ={0;1;2} et :

P(Xi=0)=P(Ey) = 1 , P(Xi=1)=P(Bs) = e P(X;=2)=P(B)=¢

X est finie donc admet des moments de tous ordres, et en particulier une espérance et une variance

et :

5 ) 1 9 3

Par théoréme de transfert

5 5 1 13
2 — 2 2 JE— 2 _ = —
B(X})=0"x + P x m+2x o=

et enfin par théoréme de Koenig-Huyghens

13 9 52-27 25

VX) = BXD) - B = 5 - 6= " = 1

. Y7 est le nombre de points au bout d’un seul tirage. Donc Y; = X; et sa loi est ci dessus.
. OnaYs =X, + X5 done Y2(Q2) ={0,1,2,3,4}.

On se raméne ensuite au couple (X7, X5) :

(YQ ZO) = (Xl =0NXsy ZO)
et par indépendance

2

avec une réunion d’incompatibles et des intersections d’événements indépendants donc

2

5 5 5 5 5
P(Ya=1)= & x & + > x > =22
e TR TR TR (12)
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(Y2:2):(X1:00X2:2)U(X1 :1ﬂX2:1)U(X1 :20X2:0)

avec une réunion incompatible et des intersections d’événements indépendants donc
5 1 5 5 1 5 1 5
PY=2)=—x =4+ (=)+—=x==(—=)24+=-x —
YVe=2) =5t ) T =) T2

Y2=3)=(X1=1NnXy=2)U(X;=2NnX3=1)
avec une réunion incompatible et des intersections d’événements indépendants donc
1 5 5 1 1 5

P(Yo=1) == x > 4+ > 2
M=l =cxptpXs=3%n

(Ya=4)= (X, =2NX, =2)

avec des événements indépendants donc

1 1 1
P(Y=4)=- = —
Y= =553
5. (a) Comme a chaque tirage, on peut engranger de 0 & 2 points, en 3 tirages,
Y3(92) = [0, 6]

(b) Ce tableau a double entrée croise les valeurs de Y3 et de Y3. Il contient donc au total 35 valeurs ...

Pour calculer les probabilités, on se rameéne au couple (Y3, X3) dont on connait les deux lois
marginales et qui sont indépendantes, donc on a les probabilités des intersections par produit.

Exemple : P(Yo=0NY; =0)=P(Y, =0NX3=0)= 25

144 12
Yo\Y3 0 1 2 3 4 5 6
0 23 [ 255 > 1 0 0 0 0
1 %L%%@T 0 0 0
212 | 7272 | 726
2 [0 [0 (S ah ALl 0 [0
5[0 [0 [0 [galRb ]
4 0 [ 0 [ 0 [ 0 [a35 a6/ mg
POs=h | ([ % [ o [ 13 [ ow [ 7a [ @)

N.B.Les calculs effectués pour remplir ce tableau sont trés lourds. En pratique, il ne fallait
surtout pas simplifier, et donner les résultats sous forme d’énormes sommes si on ne veut pas
y passer 2 heures (ou bien sauter le calcul du tableau!)

(c) La loi de Y3 est obtenue comme loi marginale du couple (voir le tableau, & donner aussi sous
forme de somme non simplifiée), ¢’est-a-dire en décomposant sur le systéme complet d’événe-
ments des valeurs de Y3 : ([Y2 = 0], [Y2 = 1], [Y2 = 2], [Y2 = 3], [Y2 = 4]).

Justifions I'une des valeurs, par exemple P(Y3 =1) :

(Y3=1)= (Yo =0nY3 = 1)U(Y2 = 1NY3 = 1)U(Y2 = 2nY3 = 1)U(Y2 = 3NY3 = HU(Yz = 4NY3 = 1)

Par incompatibilité de I’union, on obtient :

P(Ys=1) = P(Y, = 0NY3 = 1)+ P(Yy = 1NY3 = 1)+ P(Yy = 2NY3 = 1)+ P(Ya = 3NY;3 = 1)+

255 255 125
YVe=dnYs =1 =it T0H0H0=5
6. Y, est le nombre total de points donc Y,, = > X} donc par linéarité de l'espérance,
k=1

- 3
E(Y,) =Y E(X}) = o
k=1
et par indépendance des X;,

V(Yn) =) VI(Xy) = %n.
k=1
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7. Informatique :

(a) function x=simulX()

(d)

d1=floor (rand () *6+1)
d2=floor (rand () *6+1)
if di1<d2 then
x=0
elseif di1==d2 then
x=2
else
x=1
end

endfunction

for

end

) N=zeros(5,7)

i=1:1000 do

Y2=simulX () +simulX ()
Y3=Y2+simulX ()
N(Y2+1,Y3+1) =N (Y2+1,Y3+1) +1

£=N/1000
disp(£)

i.

ii.

iii.

Y = Yy + Xs.
On remarque qu’on a Y3 = 1 X Y5 + X3 mais X3 n’est pas constante . En revanche, si on
prend a = 1 et b = E(X3) = 3/4, on a Y3 = aYs + b+ € ou € est une erreur d’ajustement
centrée en 0 (i.e. d’espérance nulle).

e Pour ¢, on reconnait la version empirique de la formule E(Y3Y3;) — E(Y3)E(Y;) =
cov(Y2,Y3) : ¢ calcule la covariance empirique du couple (Y3,Ys) sur 1000 simulations
du couple.

e Pour v,, on reconnait la version empirique de la formule E(Y3) — E(Y2)? = V(Ya) @ v2
calcule la variance empirique de Y5.

e Pour cor, on reconnait la version empirique de la formule % = p(Y3,Y3) : cor
calcule le coefficient de corrélation linéaire empirique du couple (Y3, Y3)

Le coefficient de corrélation linéaire est relativement proche de 1, ce qui est cohérent avec
les constations faites a la question 7.(i).
De méme, a est bien proche de 1 et b est bien proche de 3/4.

II. Etude du temps d’attente.

1.

2.

(a) On a T1(Q) = [1, 400 et (Ty = k) signifie que 'on marque le premier point (ou 2 points d’un
coup) & la k®™¢ partie.

Les

parties étant indépendantes,

7 5\ 7

(b) Ty admet donc une espérance et une variance et :

2
12 12 5 5x12 60
B = o V(T1>:(7) X =T T 1

(a) T2(Q)) = [1, 4+o00[ car on peut marquer 2 points dés la premiére partie.

(b) (T = 1) signifie que l'on atteint 2 points lors de la premiére partie donc :

(T2

= 2) signifie que le total atteint 2 & la seconde partie donc :

(Ty=2)= (X1 =0NX,=2)U(X; =1NXy >1)
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et par incompatibilité de la réunion et indépendance des événements intersectés :

5 5 7 10435  3x3x5 5
P(Th=2)= — x = + — x — 2
(T2 =2)= 13 6+12 12° 122 3x4x3x4 16

(c) pour k >3, (T, = k) signifie que 2 points ont été atteints a la k*™¢ partie, et pas avant, c’est
a dire que :
— ou bien que jusqu’a la (kK — 1)¢¢ aucun point n’avait été marqué et que deux points 1’ont
été a la k**™e, formalisé par :

k—1
(Xl :O)ﬁ(X2 :O)Q...Q(Xk_l :O)f\l(Xk :2) = [ﬂ(Xz :0)1 ﬂ(Xk = 2)
dont la probabilité vaut par indépendance :

5\* 11
12 6

— ou bien dans les k — 1 premiéres parties, un seul point a été marqué & une des parties et 0
aux autres, et un ou deux points ont été marqués a la k*“™¢ formalisé par :

L_J |: X2 = O)ﬁ ﬂ(Xi_l = O)D(Xi = l)ﬂ(XH_l = O)D...Q(Xk_l = O)Q(Xk > 1):|

de probabilité (par incompatibilité de la réunion et indépendance des événements intersec-

tés) :
k—1 k—2 k-1
S5 ()T ey (3) T
12 \ 12 12 12 12

i=1

Les deux possibilités considérées étant incompatibles, on obtient finalement :

k—1
5 7

g
—
o
=

I
7N
Gl o
N~
B
L

X
[« Rl

(d) Pour k=1ona:

et pour k=2 on a

52*11 5\ 7 5
(u> (SQDGJ <D= pm =y

Donc ce résultat est encore valable pour £ = 1 et pour k& = 2.

(e) On n’a donc pas a traiter a part les valeurs k = 1 et k = 2; on cherche la convergence et la
valeur d’une somme infinie, on passe par la somme partielle :

Sreon- 15 @) Een(®) @ R )

On reconnait deux séries géométrique et géométrique dérivée de raison appartenant a | — 1; 1]
donc elles convergent et la série considérée converge. De plus on a :

+oo 5
1 1 7 =5 1 12 7 12x5 2 5
Plh=k=-x——+—x—2 - x4 _x_"—-Z4--1
; 6 1-5 127 (1-35)° 6 7 127 7 7T
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(f) L’événement « le joueur n’obtient jamais un score cumulé supérieur ou égal & 2 » est le contraire
+oo

de « I'obtenir & un moment donné » : |J (T» = k) qui est quasi certain (on vient de le vérifier).
k=1

Donc I’événement « n’obtenir jamais un score cumulé supérieur ou égal a 2 » est quasi impos-
sible ou négligeable (de probabilité nulle).

“+oo

(g) > kP(Ty = k) est a termes positifs. L’absolue convergence équivaut donc a la simple conver-
k=1
gence, et on veut la convergence et la somme : on passe par la somme partielle.

n 1 n k—1 7 n 5 k—1 1 n 5 k—1 7 5
;kP 6}; () +122k(k—1)<12) =6§k<12> +12><12kz_1k(k—1)<

On reconnait deux séries géométrique et géométrique dérivée de raison appartenant a ] — 1; 1]
donc elles convergent et T admet une espérance. De plus on a :

E(T)_EX 1 3 _ 2 _EXEJFEXHBQ_%JF%_WM_%
Y76 (1-3)? 127 (1-3)° 6 7120 P9

Exercice 3. : EDHEC 2008

Partie 1 : préliminaires

1. (a) f étant de classe C1, f’ est continue sur le segment [0, 1]. Elle est donc bornée.
Théoréme de premiére année : une fonction continue sur un segment [a;b] est bornée.

Donc il existe un réel M tel que, pour tout « € [0,1] : |f' (z)| < M

Et I'inégalité des accroissements finis donne alors :

(b) Vn € N*, Vk € [0,n— 1], on a £ et ££L € [0, 1].

Donc Vt € [5 i] on at et % € [0, 1] donc on peut leur appliquer la a) :

-1 ()] -5

n

onalt—%L| =t— % et enfin :

‘f(ﬂ‘f(ﬁ)‘éM(t—i)

Enfin comme ¢ >

n’

(¢) On part du résultat précédent mais cette fois-ci on intégre : comme les bornes sont dans l'ordre
croissant,

[ o= s Qs [ () e[S o) -

D’autre part par inégalité triangulaire on sait que :
k+1 k+

[ =g (8 a7 -1 (2)] o] -

Enfin en rassemblant les deux cotés on obtient bien :

k+1

[ swa-2 (fL)

n

10
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(d) Sur le méme principe on part du résultat précédent et on somme pour k allant de 0 & n, et on
majore par inégalité triangulaire d’un coté, et on minore avec le résultat du c) :

— Par inégalité triangulaire, on a

n—1 % 1 k n—1 % 1 i 1 1n71 B}
;)/Z f(t)dtnf<n> > ];)ﬁ f(t)dtnf<n>||/0 f(t)dtnkzof<n)‘

— En utilisant le ¢) on a

g 1 [k Lty VA V'

Hdt——f(=)1<y ===
Z k 10 nf <n) 2n?  2n
k=0 n k=0

— En rassemblant on obtient bien :
1 n—1
1 k M
t) dt — — — | < —
/0 ®) n Z / (n) ‘ 2n
k=0
e) Or une valeur absolue est toujours positive et 22 ——— (0 donc par encadrement on obtient :
2n +
n—-+0oo
1 n—1
1 k
t) dt — — —
GRS > 1 (n)

et enfin :

! 132 [k
—>0<:>/0 f(t)dt—nkzzof(n>—>0

n——+00 n——+o0o

(f) Informatique :

function I= integrale_approchee(f,n)
I=0
for k=0:(n-1) do
I=I+f(k/n)
end
I=1/n*I
endfunction

2. Pour tout couple (p, q) d’entiers naturels, on pose I (p,q) = fol 2P (1 —z)%dx

(a) Méthode : Pour modifier des puissances dans une intégrale, on intégre par parties.
Ici on veut monter la puissance en p donc on primitive zP et de méme on dérive (1 — )9 pour
abaisser sa puissance.

On intégre donc par parties

avec
P+l
u=(1-2)7 etv=
p+1
qui sont de classe C! sur [0;1] et
' =—q(l—2)Tt eto =aP

On obtient :

1 — g)dpptl L gppt1(1 — p)a-1
I(p,q) = [( o)’z ] +/ Cii Chk) L
p+1 0 p+1

Orp>0doncp+1>1etq>1doncle crochet est nul car 0Pt =0 et (1-1)2=0. Donc :
1

q 1 1 q
I S PR ) Vg = L T(p4+1,9—1
(p,q) ol (1—=x) T (p+1,q—1)

11
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(b) On va procéder par récurrence : comme la propriété précédente permet de faire baisser le degré
en ¢ (et donc de se ramener au cas plus simple) on pose :

Montrons par récurrence sur g que pour tout g > 0 on a la propriété

plq!
Pq:VpGN, I(apvq) = ml(p“r%o)

Initialisation : Pour ¢ =0, on a :

pl0!

(p+0)!

et le résultat est vrai pour ¢ = 0.

Vp € N,

!
I(p+0,0) = %I(p, 0) = I(p,0)

Heérédité : On suppose qu’il existe ¢ € N tel que :

plq!
VpeN, I(,p,q) = mf(p+q,0)

Alors par le a) et en appliquant ’hypothése de récurrence a p’ =p+1 € Non a :

_q+1 (p+ 1)lg! _ plg+1)!
T U ) g PO = o et 0)

et la propriété est vraie au rang q + 1.

q+1
VpeN, I(p,q+1) = ——I(p+1,
p (p.q+1) p+1(p q)

Conclusion : O
p:q:
VgeN,VpeN, I(p,q) = I(p+4q,0
(p,q) bt ( )
(¢) I reste a calculer I(p + ¢,0) :
! 1
I(p+q,0) = PHa Jp—
(p+4,0) /0 T e
donc on obtient :
plq! 1 plq!
V(p.q) eN*, I(p,q) = X

(p+q)! p+g+1l (p+q+1)

Partie 2 : étude d’une suite de variables aléatoires

1. Y suit la loi binomiale de paramétres m et p donc Y admet une espérance, un moment d’ordre deux
et une variance et :

E(Y)=mp et V(Y) = E(Y?) — [BY)P = mp(1 - p)
D’autre part par linéarité de Pespérance E[Y (Y — 1)] existe et on a :
B(Y(Y-1))=EY?-Y)=E(Y?) -EY)=VY)+[EY)?-E®Y)
et en remplagant par les valeurs ci-dessus :
E(Y(Y = 1)) =mp(1 = p) +m?p* = mp = mp[l = p +mp — 1] = mp[mp — p] = mp*(m — 1)
2. A priori X;(Q) = [0;m].
Comme U;(Q) = [0;1 — 1] = {0} est certaine égale & 0, on a (U; = 0) = Q et on s’intéresse & k = 0.

La loi de X; sachant (U; = 0) est B(m,0) qui compte le nombre de succés dans une succession de
m tirages ou la probabilité de succes est nulle : donc :

P(X; = 0) = P(U; = 0) P, oy (X1 = 0) = 1

et les autres valeurs ont une probabilité nulle, donc X; est presque certaine égale a 0.

12
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(a) Pour tout k fixé, sachant que U,, prend la valeur % , X, suit la loi binomiale de paramétre m

et % donc peut prendre toutes les valeurs de 0 & m (sauf pour k = 0, ou on vient de voir que
la seule valeur possible est 0).

Au final, X, prend toutes les valeurs de 0 & m ce qui donne :
Xn(Q2) = [0;m]

Soit ¢ € [0; m], on utilise les probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Un = ) 0<h<nal

P(X, =i) = :Z‘;P <Un = z) Py,—x)(Xn =1)

et on remplace par les valeurs :

o050 () () (-2 - (B ) 02

(b) On écrivant la définition de I’espérance de Y obtenue a la question 1) on a :
m m m ‘ .
EY)= = P(Y =1i) = j (1—p)™"
(Y) = mp ;:02 (Y =4) ;_OZ<Z.)p( p)

Comme le premier terme vaut 0, on en déduit que :

gi(nzﬁi(l —p)" T =mp

puis en remplagant p par % (qui est bien élément de [0;1]) on obtient :

NOIONICHENE

La variable X, est finie donc admet une espérance et par définition on a :
m m n—1 7 m—1
1/m k k
EX,)= iPX, =)= ix~ x _r
() =3P =) =Y ix n() 3 (n) (1 n)
=0 =0 k=0
On élimine le terme nul pour ¢ = 0, puis on échange 'ordre des sommes et on sort la constante :
1S m\ (k) k™
E Xn = - 1 — 1——
=23 (7) () (-5)

On utilise le résultat précédent qui donne la valeur de la somme en 7 :
n—1
> m
k=0

(c¢) Pat théoréme de transfert, 'espérance de Y (Y — 1) obtenue a la question 1) donne :

m (n—1)xn mn-1)
= — X =
n? 2 2n

E(X,) =

S|

S|

E(Y(Y -1))=m(m—1)p* = i(i — )P(Y
=0 =0

I
~
~
I
[
~
—~
~
I
Navt
7N
= 3
N———
’Bs
—_
|
=
3
!

Comme le premier terme vaut 0, on en déduit que :

m

St 1) (" )19 =l — 1)

i=1

puis en remplagant p par % (qui est bien élément de [0;1]) on obtient :

o (D)€ (- w2
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La variable X, (X, — 1) est finie car X,, I'est donc admet une espérance, et par théoréme de
transfert :

RTINS SRS SRRSO f

=0 =0
On élimine le terme nul pour ¢ = 0, puis on échange 'ordre des sommes et on sort la constante :
n—1 m % m—i
1 m k k
E X - = - ] ) —_— —_— —_—
(-0 =2 Y ii-n(7) (5) (1-1)
k=0 i=1
On utilise le résultat précédent qui donne la valeur de la somme en 7 :

n—

E( Xn(Xn—l)):%Zm(m—l) (5) :Wﬁi?fl)xik‘z
k=0

k=0
donc en remplagant cette derniére somme par sa valeur :

m(m—l)x(n—l)xnx[2(n—1)+1] m(m —1)(n—1)(2n — 1)

E( X, (X,—-1))= 3 5 o2

X, admet un moment d’ordre deux et une variance car elle est finie et par linéarité de I'espé-
rance :

E(X,(X,—1))=E(X2-X,)=E(X?)-E(X,) doncE(X2) =E(X,.(X,—1))+E(X,)
D’autre part la formule de Koenig-Huyghens donne :

V(Xy) = B(X3) = [B(Xy))* = B( Xn(Xp —1) ) + BE(Xn) — [B(X,)]?
On remplace par les valeurs obtenues précédemment :

V(X,) = m(m — 1)(27; 1)(2n —1) I m(r;n— 1) m (Zn; 1)

On met au méme dénominateur 12n? :

_ 2m(m — 1)(n — 1)(2n — 1) + 6mn(n — 1) — 3m?(n — 1)?

X

On effectue les factorisations évidentes :

m(n —1)[2(m —1)(2n — 1) + 6n — 3m(n — 1)]

Xn =
V(Xn) 12n2

Il n’y a plus de factorisation apparente, on développe alors le terme entre crochets :

m(n — 1) [4mn —2m —4n + 2+ 6n — 3mn +3m|  m(n — 1) [mn + 2n +m + 2]

V(Xn) = 12n2 - 12n2

On voit sur le résultat a obtenir qu’il faut factoriser par m + 2, ce qu’on va faire grace a une
factorisation partielle par n (on peut aussi développer (n + 1)m + 2) et vérifier que cela donne
notre résultat) :

V(X,) = mn—1)[n(m+2)+m+2] mnr-1)[m+2)(n+1)] mm+2)[(n+1)(n—1)

12n2 12n2 12n2

et enfin en développant 'identité remarquable entre crochets :

m(m +2)(n? — 1)
12n?

V(Xn) =

function x=simulX(m,n)
u=floor(rand()*n)/n
x=grand(1,1,’bin’,m,u)
endfunction
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(b) m=100
n=10
x=zeros(1,1000)
for k=1:1000 do
x(k)=simulX(m,n)
end

disp(mean(x),"m emp=")
disp(m*(n-1)/(2*n), ’m th=’)

disp(mean(x."2)-mean(x)~2, ’v emp=’)
disp (m* (m+2)*(n~2-1)/(12*n~2), "v th=")
Apreés exécution, on obtient par exemple :

m emp=
45.399
m th=
45.
vV emp=
850.1858
v th=

841.5
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