Lycée Clemenceau - ECE2 - Mme Marcelin

Correction du devoir maison n° 11

Exercice 1. : edhec 2003

1. (a) On passe par l'intégrale partielle : pour tout y > n, on a :

Yy Yy 1 1 1Y L X )
/f(x)dx:_/ —*egdx:—[ei} = —ev +en en — 1

2 n y—+o0

1
car £ — 0 doncev — 1.
Y y—+oo y—r+o00o

On ne déduit que Uintégrale I,, converge, et
+oo N
In:/ f(x)de =en —1.

(b) u=1 ——— 0 donc

n—-+o0o

e=14u+o(u) donc e"—1=u+o(u)=u(l+o(l)) ~ u

et enfin :

B 1
en
U, = f(n)=— ~ —
() n? +oo n?
car
i 0
en —— e’ =1
n—-+oo
Or les deux séries sont a termes positifs et la série de terme général 5 converge (série de Riemann
avec o > 1), donc le théoréme de comparaison assure que la série de terme général u, = f(n)
converge.

3. (a) Ce type d’inégalité, trés classique, repose sur la monotonie de f :

f est de classe C* sur ]0; +oo[ comme quotient et composée de fonctions de classe C*°, avec
22 # 0 sur cet intervalle. De plus pour tout = > 0,

—Ler x 22 —2wer e
flz) = —= i = x—; (=1 —2z) <0 sur ]0;+oof

donc f est strictement décroissante sur ]0; +o00.

On en déduit que pour tout k& > 0 et pour tout z € [k; k + 1],

f(E+1) < f(z) < f(k)

et en intégrant cette inégalité sur [k; k + 1] (les bornes sont dans lordre croissant) on obtient :

k+1 k+1 k+1
k dr < dr < k) d
/k Fk+1) ”</k f() x</k f(k) de

qui donne enfin :
E+1
fern< [ @) do< s
k

car

k+1
/ do = (k+1)—k=1.
k
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(b) On somme ces inégalités pour k allant de n & p ont p est un entier quelconque supérieur A n+1 :

P Pkt P
ZungZA f(z) d:c<2uk.
k=n k=n

Cela donne aprés un changement d’indice dans la premiére somme et par relation de Chasles
pour les intégrales :

D p+1 p
Z ukg/ f(z) de <wu,+ Z U
n

k=n+1 k=n+1
On fait alors tendre p vers +00, et comme les deux séries et l'intégrale convergent (questions 1
et 2) :

+oo +o0 6% +oo
Z uy, < / f(x) dz <
n

- + Uk -
n
k=n-+1 k=n+1
Enfin on reconnait I,, :
+oo ei +oo
Z up < I, < — + Uk
n
k=n-+1 k=n-+1
“+o0
(c¢) On pose vy, > wuy et on cherche a l'encadrer :
k=n-+1
L’inégalité de gauche donne
vy < Ip
et celle de droite donne )
en
v 2 In — —
donc on obtient ’encadrement : )
en
In - ’I’L2 < Un < In

Pour obtenir un équivalent on va chercher & encadrer par deux quantités qui tendent vers 1, on
divise donc cette inégalité par I,, strictement positif :

v
1,L2\7"<1.
I, "I,

N

On cherche la limite du terme de gauche :

1 1 L
I, ~— donc ~ = — 0
1, - n n—+oo

. . 1
par quotient de limites, car par composée en —— €9 = 1.

n—-+oo

On en déduit que

|_ =%

puis par théoréme d’encadrement

Up, 1
— — 1 donc wv, ~ I, ~ —
In n——+4oo “+ o0 +oco N
et enfin :
—+oo

1

VUp = E U ~ —

+oo N

k=n-+1

4. Informatique :

(a) Grace aux "points", on fait des produits et des quotients termes a termes des matrices concer-

nées. Le n—iéme coefficient de la matrice ones(1,1000) étant 1, et celui de la matrice k étant
1
n, le n—iéme coefficient de la matrice U est donc U(n) = 5.



Lycée Clemenceau - ECE2 - Mme Marcelin

k=1
1000 1 n 1 1000 1
(c) R(n)=S(1000) — S(n) = > <5 — > < = 62
k=1 k=1 k=n+1
+oo 1
(d) On admet que R(n) ~ > S5.
k=n-+1

On trace donc (une valeur approchée) des 100 premiers termes de la suite (v,,) de la question
3.(c). On remarque que le comportement de cette suite coincide au voisinage de +o0o avec celui
de la suite (%) ce qui illustre ’équivalent obtenu a la question 3.(c).

Exercice 2. : ecricome 2010

Soit F un espace vectoriel et B = (eq, €2, e3) une base de E. Pour tout réel a, on considére ’endomorphisme
fa de Vespace vectoriel E dont la matrice dans la base B = (e, €2, e3) est donnée par :

a+2 —(2a+1) a
M, = 1 0 0
0 1 0

ainsi que la fonction polynémiale @ qui a tout réel x associe le réel :

Qz)=2>—(a+2)2* +(2a+ 1)z —a

I. Recherche des valeurs propres de f,.

1. On essaye d’inverser la matrice M, — AI : on réalise les opérations

Ly < Loy s Lo < Lg s L3 + L3—((L+2—)\)L1 s L3 < Lg—[A(G, +2— )\) — (2a + 1)] Lo
a+2—-X —(2a+1) a 1 - 0 1 —A 0
1 -A 0| < 0 1 A<= 10 1 —-A
0 1 —A a+2—-X —(2a+1) a 0 Ma+2-XN)—(2a+1) a
1 =X 0
M,— M+ |0 1 —-A

0 0 a+AMa+2—-X)—(2a+1)]
Cette réduite triangulaire n’est pas inversible si et seulement si
PA)=a+ANa+2-X)—(2a+1)] =a+A[aX+2\ =\ — (2a+1)]

PO = -2+ (a+2)2\ - 2a+ DA +a=—-Q(\)
est nul.

Les valeurs propres de M, et par suite de f, sont donc les racines de Q.

2. On calcule :
Ql)=1-(a+2)+(2a+1)—a=1-a—2+2a+1-a=0

donc A = 1 est une racine de Q).

3. On en déduit que Q(x) se factorise par x — 1 :

Q(z) = (x — 1)(ba® 4 cx + d)
On développe et on identifie :

Q)=bx>+(c—b2’+(d—clz—d=2°—(a+2)2°+ (2a+ 1)z —a
donc :
b=1
c—b=—-a-2&c=-a-24+b=-a-2+1=—-a-1
d—c=2a+1d=2a+1—-a—-1=a
d=a
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On obtient
Q(z) = (z—1)[2° — (a+ 1)z +q]

donc
Q(z) =0 <=z =1 (dé&ja vue) ou 22 — (a+ 1)z +a

On calcule le discriminant de ce polynéme du seconde degré et on discute selon son signe :
A=(a+1)?-4da=a*>+2a+1-4a=0a>—-2a+1=(a—1)>

Il y a deux possibilités :

ler cas : a = 1, alors A =0 et il y a une seule solution (double)

a+1
A= =1
2
donc @ a une seule racine : A = 1.
2e cas : a # 1, alors A > 0 et il y a deux solutions :
1—(a—1 1 -1
Al:%@)zl R

Il y a donc au total deux racines pour @ : 1 et a # 1.

4. Sia =1, 'unique valeur propre de f; est 1. On prouve alors par 'absurde que f; n’est pas diagona-
lisable.

Supposons que f1 est diagonalisable, alors M; aussi, et comme sa seule valeur propre est 1, elle est
semblable a la matrice diagonale avec des 1 sur la diagonale : I.
D’ou il existe P inversible tel que M; = PIP~! = I, ce qui est absurde car M; # I.

On en déduit que f1 n’est pas diagonalisable.

Remarque : on peut aussi calculer le sous-espace propre associé a la valeur propre 1, et vérifier qu’il
n’est pas de dimension 3 pour conclure avec la somme des dimensions des sous-espaces propres.

I1I. Réduction de la matrice M,.

Dans toute la suite de ’exercice on suppose a différent de 1.
Soit B’ = (€}, e}, e4) la famille de vecteurs de E définie par :

ey = a’e; + aes + e3
eh=e1+ey+es

!

e3 = 2e1 + eg

1. Il y a trois vecteurs de E qui est de dimension 3, il suffit donc de prouver que la famille est libre.
On résout le systéme ze) + ye, + zef = 0.
lére possibilité (rigoureuse) : travailler avec E quelconque, pas forcément R? :
we) +yeh + zeh = 0 <= (za® +y+22)e; + (za+y+ 2)ea + (x +y)es = 0

et comme (eq, ez, e3) est une base de E :

a’z+y+22=0 r+y=0 x+y=0
ze|tyeh+zey =0 < ar+y+z2=0 +=<{ (1-a®)y+22=0 (1-a)y+2=0
x+y =0 (l—a)y+2=0 2-(14a)]z=0

Or 1 — a # 0 puisqu’on a supposé a # 1, donc on obtient = y = z = 0, et la famille B’ est libre et
admet trois vecteurs en dimension 3 : c¢’est une base de F.



Lycée Clemenceau - ECE2 - Mme Marcelin

2e possibilité (moins rigoureuse) : assimiler E a R3, et écrire les vecteurs avec des coordonnées en
colonnes ou en lignes pour arriver au méme systéme.

On note P, la matrice de passage de la base B a la base B'.

2. On passe par la matrice et les vecteurs colonnes associés dans la base B :

a? ad a?
M,lal=1a*|=ala
1 a 1

donc f,(e}) = ae) et €] # 0 donc €] est un vecteur propre de f,, associé a la valeur propre a.

3. Calculons f,(F) et vérifions que f,(F) C F : comme F admet pour base (€}, e5) on sait que

fa(F) = VeCt[fa(e/Z)v fa(eg)]

qu’on calcule :

1 1 2 3 1 2
M, 1] =11 et M, 1) =1(2]=1(1]+]|1
1 1 0 1 1 0
donc
fa(e,2) = e/2 et fa(eg) = 6/2 + eg
puis

fa(F) = Vect(e), e + e5) = Vect(eh, e4) = F

avec opération de pivot Cy <+ Cy — (1.
On en déduit bien que f,(F) C F.

Remarque : on pouvait aussi prendre un vecteur quelconque de F sous la forme xe}, + yej, calculer
son image et montrer qu’elle appartient a F'.

4. On vient de calculer f,(e}) =€}, fa(eh) = €h et fo(e}) = e5 + e donc :

a 0 0
T, = Matp (fo)=10 1 1
0 0 1
a* 0 0
5. Montrons par récurrence sur n que pour tout n >0, 7"=|1 0 1 n
0 0 1
Initialisation : T° = I, ca marche.
a 0 0
Hérédité : supposons que 7" = 0 1 n |, on a alors:
0 0 1
a 0 0 a 0 0 a0 0
T =1T"=(0 1 1 0 1 nl= 0 1 n+l
0 0 1 0 0 1 0 0 1
et la propriété est vraie au rang n + 1.
Conclusion pour tout n € N,
a* 0 0
T™=10 1 n
0 0 1
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ITI. Etude d’une suite récurrente linéaire.
Soit (un)nen la suite de nombres réels définie par la relation de récurrence suivante :

U():]-, ’U,lzf].7 ’UQ:O
Pour tout entier naturel n : uy43 = 4dupio — dupy1 + 2uy,

1. On calcule en partant du plus compliqué :

Up42 4 -5 2 Up 42 AUpyo — DUpt1 + 2Up Up 43
M Un+1 | = 1 0 0 Unt1 | = Un 2 = | Un+2
Un 0 10 Unp Un+1 Un+1

2. En préalable, la formule de changement de base donne :

MQ = MatB(fg) = P&BIMCL(‘,B/(fQ)PB/ﬁ = P2T2P2_1

Up 42 (5
Montrons a présent par récurrence sur n que pour tout n € N, | upq1 | = PRI3 Py Uy
Up, uo
U9 (V%) U
Initialisation : P2T2()P2_1 u | = P2P2_1 u1 | = | w1 | donc la propriété est vraie au rang n = 0.
Ug () Ug
Un+2 U2
Hérédité : supposons qu’il existe n € N tel que | up4+1 | = PQT;P{I uy |. Alors :
Unp uo
Un+3 Up+2 1 1 Uo 1 1 (5
Unto | = My | uns1 | = PPToPy ' RTR Py | u | = RT3 P [y
Un+1 Unp Uuo uo
et la propriété est vraie au rang n + 1.
Conclusion : pour tout n € N,
Up42 ) U2
Up+1 = PQTQHPQ_ U1
Un Ug
3. Avec des pivots de Gauss on obtient
1 -2 1
Pl=|-1 2 o0
-1 3 -2
puis on calcule
Unp+2 L 0
Up+1 = P2T2P2_ -1 = .
Up, 1 3x2" —bn—2

et on peut conclure que
VneN, wu,=3x2"—5n—2

4. On factorise par le terme prépondérant :

5n 2 n
3x2" 3 x2" ) notoo o

un=3><2”—5n—2:3><2"<1

par croissances comparées d’une suite puissance et d’une suite géométrique, et la suite (up)nen est
donc divergente.

5. Informatique :
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(a) Compléter le programme suivant de maniére a ce que, pour tout n € [1,20], la n-iéme colonne
Up 42
de la matrice X contienne la valeur du vecteur colonne | up41
Un

M=[4 -52; 100; 010]

X=zeros(3,20)

X(:,1)=[7;0;-1]

for n=1:19 do
X(:,n+1)=M*X(:,n)

end

(b) La troisiéme ligne de la matrice X contient les termes successifs de la suite (u,) c’est-a-dire
que le coefficient numéro k contient wuy.
On obtient donc la représentation graphique de la suite (u,). On remarque qu’elle a air de
diverger trés rapidement vers 400, ce qui est cohérent avec le fait que u, ~ 3 x 2" = 3e"»(2) .
la croissance est exponentielle.

Exercice 3. : EML 2010

Partie 1

Une gare dispose de deux guichets. Trois clients notés Cy, Cs, C3 arrivent en méme temps. Les clients C et
C5 se font servir tandis que le client C'5 attend puis effectue son opération dés que 'un des deux guichets
se libére.

On définit X7, X5, X3 les variables aléatoires égales & la durée d’opération des clients C7, Cy, C5 respecti-
vement. Ces durées sont mesurées en minutes et arrondies a 'unité supérieure ou égale. On suppose que
les variables X7, X5, X3 suivent la loi géométrique de parameétre p, p €]0; 1] et qu’elles sont indépendantes.
On note g =1 —p.

On note A I’événement : "C3 termine en dernier son opération".
Ainsi I’événement A est égal a 'événement : (min(X7, X5) + X3 > max(X7, X3)).
On se propose de calculer la probabilité de A.

1. X; suit la loi géométrique de paramétre p, donc admet une espérance et une variance et

1-p
p2

X (=N | PX1=k)=0-p)rlp , E(Xl):% et V(X)) =

On définit la variable aléatoire A = | X; — Xa|.

2. (X1 = k)g>1 est un systéme complet d’événements donc par formule des probabilités totales puis
par indépendance de X; et Xs,

P(A =0) = P(X; = X») = iop([xl =k N[Xy=k]) = fp(xl = k)P(Xy = k)
k=1 k=1

puis avec la loi géométrique :

+ZOO 21k—1, 2 2 1 » p
P(A=0)=) [A=p) " p"=p 7 = 5 = :
P 1-(1-p?2 2p—p> 2-p

3. Soit n un entier naturel non nul.
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(a) On a
(leXQZH):(X1:X2+TL)

et avec le systéme complet d’événements (Xao = k)ren+ les probabilités totales donnent :

+oo +oo
P(X;—Xy=n)=) P(Xa=k)N(X1=n+k)=>» PXy=kPX=n+k)
k=1 k=1
par indépendance de X; et Xs.

(b) Par symétrie on a
P(XQ — Xl = n) = P(Xl — X2 = n)

De plus
A=n)=X1—-Xo=n)U(Xs—X; =n)
événements incompatibles car n # 0 donc

+oo
P(A=n)=P(X; - Xy =n)+P(Xo— X1 =n) =2 P(Xy =k)P(X1 =n+k)
k=1

+o0 too
P(A _ 7’L) -9 Z(l _ p)k—lp(l _p)n+k—1p _ 2]72(1 _p)n—Q Z(l _p)2k
k=1 k=1

et enfin

n

o e 1 _ " 2pg
P(A =n) = 2p*(1 - p)"2(1 p)zl_(l_p)z*(1—q)(1+q)71+q.

4. (a) Sous réserve de convergence absolue,

PN~ 2pg" Pe >
E(A)=0x + n—-— =2—— ng" 1
(8) 2-p Z l+q 1+g¢ Z ¢
n=1 n=1
On reconnait une série géométrique dérivée qui converge absolument, donc A admet une espé-
rance et
1 2 2 2 2
B(A) =224 _ ¢ _ ¢ _

Trg G=qP Utor p0+g (-ol+qd 1-¢
(b) On développe :
E((X1 — X3)%) = E(X] + X3 — 2X1X5) = E(X}) + E(X3) — 2E(X1)E(X>)
par indépendance de X7 et X5 et par suite :
B((X1 = X2)%) = V(X1) + E(X1)* + V(X1) + E(X1)? - 2B(X,)?
car X et X5 suivent la méme loi. Enfin
E((X) — X2)%) =2V (X)).
Dot A% = (X; — X5)? admet une espérance et
E(A?%) =2V (X))
donc A admet une variance, qui vaut

2 4q?
v(a) =2 a

P (1—¢?)*
5. | X5 — X4|, valeur absolue de la différence, est égale a la différence de la plus grande et de la plus
petite des deux donc :

A =X — X3| = max(X1, X2) — min(X7, X5)

et par suite :
(X3 > A) = [Xg —|—min(X1,X2) > maX(Xl,Xg)] =A



Lycée Clemenceau - ECE2 - Mme Marcelin

6. (a)

Avec le systéme complet d’événements (A = k)gen la formule des probabilités totales donne
alors :

“+o0
A) =) "P((A=k)N (X3 > k) ZP P(X3 > k)
k=0

car A = |X; — Xo| et X3 sont indépendantes avec les variables X7, Xo, X3 mutuellement indé-
pendantes.

Pour tout k£ € N,
P(X3> k)=~

car cela correspond au fait que le premier succés de la loi géométrique soit rencontré aprés la
k-éme épreuve, c’est-a-dire que les k premiéres épreuves ont donné des échecs (on peut aussi le
calculer par une somme). Donc

—+oo k +oo 1

P 0 2pq k 2p 2
P(A) = L L gk =
=57, +k11+qxq 1+qZ Trg S

242 1—q%+ 2¢? 1+ q2
p(a) = P (1 q2>: P ¢ +2¢ +qT
1+gq 1—q l+q (1-¢)(1+q) (1+4q)

7. Informatique :

(a)

Premiére méthode de calcul de f :

p=input (’Entrer p : ?)
q=1-p

X1=grand(1,10000, ’geom’ ,p)
X2=grand(1,10000, ’geom’ ,p)
X3=grand(1,10000, ’geom’ ,p)

N=0
for k=1:10000 do
if X3(k) > abs(X2(k)-X1(k)) then
N=N+1
end
end
£=N/10000

P=(1+q~2)/((1+q)~2)
disp(f,"fréquence de A :")
disp(P, "proba de A : ")

Deuxiéme méthode de calcul de f:
p=input (’Entrer p : )
q=1-p

X1=grand(1,10000, ’geom’ ,p)
X2=grand(1,10000, ’geom’ ,p)
X3=grand(1,10000, ’geom’ ,p)

f=sum(X3>abs (X2-X1)) /10000

P=(1+q~2)/((1+q)~2)
disp(f,"fréquence de A :")
disp(P, "proba de A : ")

Troisiéme méthode de calcul de f :
p=input (’Entrer p : ?)
q=1-p

X1=grand(1,10000, ’geom’ ,p)
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X2=grand(1,10000, ’geom’ ,p)
X3=grand(1,10000, ’geom’ ,p)

f=length(find (X3>abs (X2-X1))) /10000
P=(1+q~2)/((1+q)~2)

disp(f,"fréquence de A :")
disp(P, "proba de A : ")

Partie 11

Dans cette partie, X est une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p, p €]0;1[ et ¥
est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre A, A €]0; +oo[. On note ¢ =1 — p.

On suppose que X et Y sont indépendantes, c’est & dire :

VkeN*, Vte[0j4+oo], P(X=kN(Y <t)=PX=kKPY <t

1. Une densité de Y est donnée par :

Ae ™M sit>0
f(t)—{ 0

S1mon

De plus Y admet une espérance et une variance et

E(Y) = et V()= —.

1
Y

2. On définit la variable aléatoire Z = <

(a)

On utilise le systéme complet d’événements (X = k)gen-.

La formule des probabilités totales, donne pour ¢ > 0 (on se raméne aux variables X et Y dont
on connait I'indépendance) :

>t):§PK§>t)ﬂ(X:k)] :fP[CI;)t)ﬂ(X:k)} :JiOP[(Y>kt)O(X

et par indépendance

P(Z>t)=) PY >kt)P(X =k)
k=1
Calculons avec les lois connues :
+oo
P(Z>t):Z|:1—P(Y<kt:|Xq = Ze—kktkl —)\tz M)
k=1

On reconnait la somme d’une série géométrique convergente avec 0 < ge M < 1:

1 pe= A
_ —At _
P(Z > t) = pe [ ge ™ T _gen

On ne donne rien sur Fz pour les valeurs négatives; on va alors d’abord chercher la valeur en
0 et essayer de conclure avec les propriétés de la fonction de répartition :

Comme X ne prend que des valeurs strictement positives,

donc par croissance et positivité de Fz, pour tout z < 0,

0<SP(ZLz)<P(Z<0)=0 donc Fz(zx)=0

10
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Pour z > 0on a Fz(x) =1—-P(Z > t).

Grosse erreur d’énoncé ici (on aurait du faire calculer depuis le début P(Z > t)) : la variable
n’est pas encore a densité donc on ne peut pas affirmer que P(Z > t) = P(Z > ).

En toute rigueur il faut calculer :

+o0 +oo
P(Z=1)=Y PY=kt)P(X=k)=)» 0=0
k=1 k=1
(sur le modeéle des questions précédentes.)
On en déduit bien que
1— ge M — pe X 1 — et
PZ>t)=P(Z >t t Fz(t) = =
( > ) ( ) e Z() 1—q€7)‘t 1—q€7)‘t

Cette fonction est de classe C! sur RT et 0 est de classe C'! sur R™* donc F est de classe C*
sauf peut-étre en 0, donc continue sauf peut-étre en 0.

On vérifie la continuité en O :

lim Fyp(t) = lim ~—¢ =1 o g0
1m = lim = = =
o+ 2 t=01—ge M 1—g¢q Z

et

tli%l_ Fz(t) = }51(1)0 =0= Fz(O)

donc Fz et continue en 0, et donc sur R.

La variable Z est donc a densité, et on obtient une densité en dérivant z sauf au point 0 ou
elle n’est pas de classe C1, et ot on donne une valeur arbitraire :

0 sit<0
t) = -t .
fZ() (1>\_P;Z77M)2 Slt>0
car pour tout ¢ > 0,

pyy = 2 g ) “Age ML) AeM(1og) | dpen™
’ (1 qe )’ (1—ge )" (1 —ger )"

3. Informatique : Dans cette question on choisit p =1/3 et A = 1.

(a) p=1/3
lambda=1
X=grand(1,10000, ’geom’ ,p)
Y=grand(1,10000, ’exp’,lambda)
Z=Y./X

x=[0:0.1:10]
histplot(x,Z)
plot (x,lambda*p*exp(-lambda*x) ./ ((1-(1-p)*exp(-lambda*x)).~2))

(b) La fréquence de chaque classe est trés proche de laire sous la courbe de la densité sur cette
classe ce qui illustre la converge des fréquences d’'un événement E vers la probabilité de F
lorsque le nombre de simulations tend vers +oo0.
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