Correction DM ESSEC n°1

Exercice : hec 2009

1. (a) On calcule :

2[:<(2) g) donc d(2I)=2x2-0x0=4 alorsque d(I)=1.

Donc d(21) # 2d(I), et d n’est pas linéaire.

a21 a22 bar  bao

AB — (an au) (bn b12> _ (anbn + aiobar  a11bi2 +a12522)

(b) Soient A = (all a12> et B= (bll b12>, on a alors

a1 G22 bar  bao a21b11 + a22b21  a21b12 + agebag
donc
d(AB) = (a11b11 + a12b21) X (a21b12 + ag22baa) — (a21b11 + a22b21) X (a11b12 + a12b22)
= a11a21b11b12 + a11022b11b22 + a12021012021 + a12a22b21b22
— [a11a21b11b12 + a11a22b12b21 + a12a21b11b22 + a12a22021b29]
= a11a22b11b22 + a12a21b12b21 — a11022012021 — a12a21b11b22

d’une part, et d’autre part

d(A)d(B) = (anaz2 - 012021) X (b11b22 - b12b21)
= a11a22b11b22 — a11022b12b21 — a12a21011022 + a12a21b12b21

— d(AB).

(c) Si A et B sont semblables, il existe P inversible telle que A = PBP~!. On obtient alors avec
la commutativité du produit entre deux réels :

d(A) = d(PBP™') = d(P)d(B)d(P™') = d(B)d(P)d(P~') = d(BPP™') = d(B).

2. (a) Soient A = (all a12> et B= (bll b12> € My(R) et A € R,

a21 a22 bar  bao

AL+ B— (/\011 +bi1 Aaz + bm)

Aaz1 +ba1 Aaga + bao
donc
t(AA + B) = Aa11 + bi1 + Aage + bae = A(a11 + ag2) + (11 + be2) = M(A) + t(B).
t est donc une application linéaire de Ms(R) dans R.
Avec la base canonique de M3(R), on obtient :
Imt¢ = Vect[(1), (0), (0), (1)] = Vect[(1)] =R
donc Imt est de dimension 1, et par théoréme du rang,

dim(Kert) = dim(M2(R)) — dim(Im¢) =4 -1 =3.



ai1 a12
az1 —aii

.. _ aill a2 . 3 _ 1 0 O 1 0 0
A1n51, Kert = {<a21 all) ,(an,alg,agl) eR } = Vect ((O 1) s (O ol'\1 o .

La famille (((1) _01) , (8 é) , ((1) 8)) est une famille de 3 vecteurs génératrice d’un espace

de dimension 3 donc c’est une base de cet espace.

Deplus, A€ Kert & aj14+a2 =0 apn = —a1 & A= oi (a11,a12,a21) € R3.

Soit A = (an a12> alors ‘A = (all a21> donc t(*A) = a1y + azx = t(A).
a21 Aa22 a1z a2

Soient A = (a11 a12> et B = (bll b12> € M3(R), alors

a1 Q22 bar  bao

AB — a11b11 + a12b21  a11b12 + a12bao
a21b11 + aaba1  a21bi2 + azabao

) donc  t(AB) = a11b11 + a12ba1 + a21b12 + azebas

d’une part, et d’autre part

BA— a11b11 + az1biz  a12b11 + azebio
a11b21 + a21b22  a12b21 + az2boo

) donc t(BA) = a11b11 + az1b12 + a12ba1 + azabas.
On obtient des résultats égaux, donc pour touts A et B de Ms(R),
t(AB) = t(BA).
Si A et B sont semblables, A = PBP~! et on peut écrire :
t(A) = t([PB]P™) = t(P~'[PB]) = t(B).

Comme A et I sont deux matrices non colinéaires, elles forment une famille libre et « et 3, si
ils existent, sont uniques.

s s . . a a
Reste & démontrer ’existence : soit A = (au a12>’ alors
21 G22

2
+apa21 a2 (@11 + az) B+ aais aala
A2 = ‘11 et oA+ pBI=
<a21 (a11 + ag2) a%z + a12a91 b Qaz] B+ aage

Donc

2 _ _
aj; +ai2a21 = B+ aann  aiz(anr + age) = aars
A? = aA + B =
_ 2 _
asi (a1 + age) = aas a3y + ai12a91 = S+ aazs

Comme on a déja prouvé 'unicité, on peut se contenter d’exhiber une solution, sans raisonner
par équivalence. On pose alors par identification

@ = a1 + az = t(A)
qui assure que les équations 2 et 3 sont vérifiées et :

2 2
B = ai, +ai2a01 — aair = aj; + ai2a21 — 611 (@11 + ag2)

= ai2a21 — a1a22 = —d(A)

qui assure la premiére équation, et enfin on vérifie que la quatriéme est vérifiée :

2
B+ aazs = ai2a21 — aj1a22 + a22(a11 + azz) = a12a21 — 411022 + A22011 + a9

2
Qo9 + a120a21

donc a = t(A) et f = —d(A) constituent une solution unique du systéme.



4.

5.

(b)

(a)

(a)

On a obtenu
a=t(A) et B=—-d(A) donc A?=t(A)A—d(A)I.

Supposons que les trois vecteurs sont des vecteurs propres.

Remarquons que si deux des trois vecteurs sont des vecteurs propres associés & la méme valeur
propre A, A admet une base de vecteurs propres associés a la valeur propre A et la formule de
changement de base, en passant de la base canonique a cette base de vecteurs propres, donne :

. A0 501 -1
A_P<0 A)P =APIP™" =\l

ce qui est absurde car A et I ne sont pas colinéaires. On en déduit que ces trois vecteurs sont
associés a des valeurs propres a, b et ¢ distinctes. On peut alors écrire :

u(er) =ae; , ules) =aes et wu(e; +ez) =cle; +ea) =cey + cey
Mais par linéarité on a également :
u(er + ez) = uler) + e(ea) = aey + beg
donc par liberté de la famille (e, e2), on obtient que
a=c e b=c

ce qui est absurde. On en déduit que les trois vecteurs ne sont pas simultanément vecteurs
propres de u.

L’un des ces trois vecteurs, noté x et forcément non nul, n’est pas vecteur propre de u.
Cela signifie que u(x) n’est pas colinéaire a x, et donc que la famille (x,u(z)) est libre.

Enfin cette famille est de cardinal 2, égal & la dimension de R?, donc c’est une base de R2.

On cherche la matrice dans cette base, on a :
u(z) = 0x + lu(z) et u(u(z)) =u’(x) = (H(A)u — d(A)id)(z) = —d(A)z + t(A)u(x)
car A2 = t(A)A — d(A)I et A est une matrice de u. Enfin on en déduit que :
(0 —d(4)
M= (1 HA) )
. . 0 —d(4)
A est donc semblable & la matrice (1 #(A) )

Or ' A n’est pas colinéaire & I non plus, sinon A =* (*A) =* (M) = AT = AI ce qui est absurde.

1 t(tA)
Enfin on vérifie facilement avec les définitions que d(*A) = d(A) et t(*A) = t(A) donc A et *A
sont semblables & la méme matrice.

_J(t
On en déduit que *A est semblable & <O d( A))

Par transitivité de la relation de similitude, A et *A sont semblables.

On peut aussi le reprouver en prouvant A = PMP~! et 'A = QMQ~! qui donnent
A= P(Q—l(tA)Q)P—l —_ (PQ—l)tA(QP—l) — (PQ—l)tA(PQ—l)—l

car
(PQ™Y QP ) =PQQ'P'=PIP'=pPP ' =1.

L’ensemble est défini sous forme implicite, on utilise la caractérisation des sous-espaces :



- C(A) € M3(R).
— La matrice nulle est élément de C(A) car A0 = 04 = 0.

— Si By et By appartiennent & C(A) et A est un réel, on a :
ABl = BlA et ABQ = B2A

donc :
A(AB1 + By) = AABy + ABy = AB1A + BoA = (A\By + B2)A

et (ABy + B3) € C(A) qui est donc stable par combinaison linéaire.

On en déduit que C(A) est un sous-espace vectoriel de Mz (R).

(b) Si A est colinéaire & I alors toute matrice commute avec A et C(A) = My(R) est de dimension
4, et la base canonique bien connue en est une base.

Si A n’est pas colinéaire avec I alors il existe P inversible telle que A = PM P!, ol

=)

On peut alors écrire :
AB = BA <= PMP 'B=BPMP ' <= M(P 'BP)= (P 'BP)M

Soit alors N = (i Z) une matrice quelconque de M (R), on résout :

—d(A)z=y —d(A)a=—d(A)z+t(A)y

+t(A)z=a y+t(Ad)a=—-d(A)z+t(A)a

{ y=—d(A)z —d(A)a = —d(A)x —t(A)d(A)z
—
r+t(A)z=a —-d(A)z+t(A)a=—-d(A)z+t(A)a

y=—d(A)z d(A)(—a+a—t(A)z+t(A)z) =0
—

r=a—t(A)z 0=0

y=—-dA)z 0=0
—

{x:a—t(A)z 0=0

donc
MN = NM <= N € Vect[I, M — t(A)I] = Vect[I, M]

et on en déduit finalement que :

B€C(A) <= P 'BP=al + M <= B =aPIP ' + BPMP ' = al + A

donc
C(A) = Vect[I, A]

et la famille (I, A) est libre (2 vecteurs non colinéaires) et génératrice de C(A), c’en est une
base et dim[C(A)] = 2.

Probléme : Essec II 2015



Limite inférieure d’une suite et d’une fonction

1. On peut calculer tous les termes et prendre le plus petit. Mais comme il y aura des termes positifs
et négatifs, on peut d’entrée écarter les termes positifs qui ne pourront pas étre minimaux. De plus
les termes impairs sont les seuls négatifs, avec :

I G ) |
1+1 2 1+3 4
o DT 1
donc min - =2
2. (a) On doit comparer u,(k) et u,(k+ 1), avec :
up(k)= min =z, e u,(k+1)= min =z,
i€ [nn+k] i€nin+k+1]

Or Pensemble [n;n + k + 1] contient [n;n + k], donc les termes dont u, (k + 1) est le minimum
sont les mémes termes que ceux pour u,(k), plus le terme x4 x+1-

Si le minimum est atteint pour un indice différent de n+ k + 1, ce sera aussi le plus petit terme
parmi [n;n + k] et on aura donc u,(k + 1) = u, (k).

Si le minimum est atteint en n + k + 1, c’est que x,, 4,41 est plus petit que tous les termes de
nan-+k, et on adonc unyi(k) < un(k). On a donc toujours

Un(k+ 1) < up(k)

et la suite (un(k))k>0 est décroissante.

De plus tous les x,, sont positifs, donc pour tout k, u, (k) est le minimum de nombres positifs :
il est donc positif et (u,(j))r>0 est minorée par 0. Comme elle est décroissante, on en déduit
qu’elle converge.

On regarde la définition de ces deux nombres :

min
i€nyn+k+1]

min et

T
i€n+1n+1+k]

Unt1(k) = un(k+1) = X
De méme qu’a la question 2a, comme le deuxiéme ensemble est constitué des termes du premier,

plus un terme (ici x,), son minimum est inférieur ou égal a celui du premier ensemble donc :
Un(k+ 1) < upgq (k).

On fait alors tendre k vers +oo (les deux suites sont convergentes et k + 1 tend vers +00), et
on obtient :
Un < Un+1

ceci étant vrai pour tout n > 0, et la suite (u,)nen €st croissante.

La suite est croissante : soit elle est majorée et elle converge vers une limite finie, soit elle ne
I’est pas et elle diverge vers +oco. Dans tous les cas, elle admet bien une limite.

Commencons par la suite (y,). Soit n > 0,et k> 1,0on a :

U (k (1+ (=1)".

min
i€[nin+k]

Les termes de la suite (y,) valent successivement 2 et 0, selon la parité de i. Avec k > 1, le
minimum est pris sur k4 1 > 2 termes consécutifs, il y en a forcément un pair et un impair, et
donc le minimum sera O :

Vn > 0,Vk > 1, u,(k) =0.

Pour la suite z,, on a pour les mémes raisons toujours un terme pair; si n > 2, tous les termes
impairs ont une valeur plus grande que 2, donc le minimum est 2. D’ou :

Vn > 2, Vk > 1,ul,(k) = 2.



(c)

Traitons alors n =0 et n = 1. Pour n = 1, le terme 2,19 = 21 = 1 est le plus petit de tous, et
il fait partie des termes dont on cherche le minimum donc :

De méme pour n = 0, on a toujours au moins deux termes, avec zgp = 2 et z; = 1, donc le terme
minimal de la suite fait partie des valeurs dont on cherche le minimum et :

Vk > 1, uh(k) = 1.

La suite (u,) est constante et la suite (u)) est constante & partir du rang n = 2, on obtient

n
donc immeédiatement :

liminf y, = lim w,=0 et liminfz,= lim u, =2.
n——+00 n—-+o0o n——+00 n—-+o00
Puisque (z,,) est croissante, pour tout k > 0, le minimum des termes z,,, . .., T,k est forcément

Zp. On en déduit que :

Yn > 0,Vk 20, u,(k) =2, pus u,= lim u,(k)= lim z,=x,.
k——+oo k——+oco

On en déduit que la suite (uy) et la suite (x,,) sont égales, donc (uy,) converge vers £ et enfin :

lim infz,, = ¢.
n—-+o0o

Lorsque u,, est décroissante, pour tout k& > 0, le minimum des termes ,,, . . . , % est forcément
ZTptk- On en déduit que :

Vn 2 0,Vk 20, up(k) = 2pir puis up, = lim wu,(k)= lm z,p =4
k—-+o0 k—+oo

On en déduit que la suite (u,) est constante égale a ¢, donc (u,) converge vers £ et enfin :

liminfx, = /.
n——+oo

i. Le minimum est une des valeurs a; qui sont toutes dans I, donc il est bien dans I.

ii. Cette fois il n’y a aucun moyen de calculer u, (k) et encore moins wu,, il est nécessaire de
revenir A la définition de la limite.

Soit € > 0, comme (z,) converge vers ¢, il existe ng tel que pour tout n > ng, on ait
l—e<z,<l+4edonca, el =l —cl+el

On en déduit que pour tout n > ng et pour tout k > 0, tous les x,,4; pour 0 < 7 < k sont
dans 'intervalle ouvert |¢ — ¢, ¢ + €[ donc leur minimum u, (k) également, donc :

Yn = ng, Vk 20, £ —e <u,(k) <l+e.
En faisant passer a la limite cette inégalité (elle doit alors s’élargir) on obtient :

Yn = ng,l—e< lim u,(k) =u, <l+e.
k—+o0

On obtient alors que :
Ve > 0, dng tel que :Vn = ng, |u, — € <e

et par définition de la limite, (u,) converge vers ¢ donc lim +infxn =/

n—-+0oo
Remarque : on pouvait aussi construire un encadrement de u,, entre ¢ — % et £+ %, mais
pour construire 'encadrement il faut utiliser la définition de la limite sur la suite (z,) au
départ : il devient alors spécieux de 1’éviter artificiellement pour conclure...



5.

(a)

()

On se donne deux réels positifs hy et ho, avec hy < hy. Alors Uintervalle [x; 2 + hq] est inclus
dans Vintervalle [z; x + ha].

La plus petite valeur atteinte sur intervalle [x; x + h1] est donc aussi atteinte dans intervalle
[; 2 + ha], et elle est donc supérieure ou égale a la plus petite valeur atteinte sur [z;x + hs] ce
qui donne :

hy < hy = @z (h1) = pa(ho)

ce qui prouve que la fonction ¢, est décroissante sur R .

De plus comme f est & valeurs dans Ry donc positives, la valeur minimale ¢, (h) atteinte sur
[; x + h] est toujours positive.

. est donc décroissante et minorée par 0, elle converge vers un réel noté &,.

Tres difficile. De nouveau il faut se donner x et y positifs tels que z < y, et on veut prouver
que &, < ®,. On doit pour cela s’inspirer de la question 2c olt on a prouvé la méme chose sur
des suites.

Pour tout h € Ry, on a:
h) = min u).
o) = min f(u)
On va alors chercher un A’ en fonction de h tel que I’ensemble des valeurs de f ot on cherche
le maximum pour calculer ¢, (h’) soit plus grand que celui ot on calcule ¢, (h), donc tel que :
. / ) <Y r<Y
[%Hh]c[%y*’”‘:’{x+h’>y+h {h’>y—z+h

et la premiére inégalité est toujours vraie puisque = < y, la seconde est vraie par exemple pour
h' = h+y—x. On peut alors en déduire que le minimum de f sur [z;z + h+y — z] est inférieur
ou égal a celui sur [y;y + h] donc :

Vh 20, @u(h+y—x) < py(h).

En faisant tendre h vers +oo, avec h+y—x qui tend alors vers +oo (et les deux cotés convergent),
on obtient :

o, <D,

qui montre la croissance de la fonction =z — ®, sur R;.

Comme pour les suites, puisque la fonction est croissante, soit elle est majorée et converge vers
une limite finie, soit elle ne ’est pas et diverge vers +o0o. Dans tous les cas, lirf d,, existe bien.
Tr—r+00

i. On trace la fonction f sur [0;2] sans difficulté (les deux parties sont représentées par des
lignes droites, il suffit de placer les points extrémaux et de tracer le segment & chaque fois).
Ensuite il faut reporter le méme graphique en décalant de 2 sur les abscisses, mais pas sur
les ordonnées.

Si on ne le comprend pas directement, on peut toujours déterminer ’expression de f sur
[2; 4] puis tracer les segments de la méme maniére.

ii. Comme la fonction est périodique de période 2, si h > 2, les valeurs de f entre x et x + h
parcourent au moins une période entiére de f donc la valeur minimale de f sur une période,
qui est sa valeur minimale sur R, sera atteinte. Ce sera donc la plus petite valeur atteinte
et :

Vo = 0,Yh = 2, ¢, (h) = 021322]"(11).

Enfin on remarque facilement que cette valeur minimale est O (atteinte au point 0) donc :

Vo >0, Yh > 2, p.(h) =0.



ii.

ii.

iii.

Pour tout « > 0, la fonction ¢, (h) est constante égale & 0 dés que h > 2, donc elle converge
lorsque h tend vers +oco vers 0 et :

Vr >0, &, =0.
Enfin on en déduit que :

liminf f(z) = lim &, =0.

T—+00 T—+00

i. @, (h) est la valeur minimale de f sur [z;x + h], elle est donc inférieure ou égale & chacune

des valeurs de f sur cet intervalle. En particulier pour u = x € [z;2 + h] :
pa(h) < f(2).
On fait tendre h vers l'infini dans cette inégalité et on obtient :

Ve >0, lm ¢.(h) =, < f(z).

h—+o0
Trés tres difficile, & nouveau avec la définition de la limite. On note ¢ cette limite inférieure
qui est la limite en +o0o0 de ., et on en déduit que pour tout €' > 0 (qui n’est surtout pas
le £ cherché!!), il existe z. > 0 tel que :

Vo > 2,0 — <P, <l+e donc f(z)>d, >0—¢.

Or ¢ > 0, donc en posant ¢’ = % > 0 on obtient :

Ve g, fr) 2020 =

En posant € = % >0et zg= Te > 0 on obtient bien :

Vo = xg, f(z) 2 e.

(g) Comme g tend vers £, pour tout € > 0, il existe xg tel que :

Vo 2 xg, L—ec<g(x)<l+e.

On en déduit que pour tout = > xq,

fx) =2 g(x) 2 l—e

donc Vz > xg, Vh > 0, Vu € [zz + h], u > x¢ donc f(u) > € — e donc ¢, (h) > £ —¢.

Enfin on peut passer & la limite lorsque /A tend vers +oo, et on obtient :

Ve ze, @, = lim @,(h)>{—ec.

h—+oo

Enfin on fait tendre x vers +oo, et on en déduit que :

lim &, = liminf f(z) > ¢ —e¢.

Tr—r+o0 Tr—r+00

Enfin ceci est valable pour tout € > 0, on peut donc faire tendre ¢ vers 0% pour obtenir :

liminf f(z) >4 — lim e=¢—-0=1{.

T—+00 e—=0T

II Lois sous-exponentielles

6. On applique les probabilités totales avec le systéme complet d’événements (X = k)ren et on obtient :

+00 too
pxiy(n) =P(X+Y =n)=> P(X=KE)nN(X+Y=n)]=> P[(X=knY =n-Fk).
k=0 k=0



Par indépendances des variables X et Y on obtient alors :

+oo
px+v(n)=> P(X =k)PY =n—k).

k=0
Enfin dés que k > n, on an —k < 0 donc P(Y =n — k) =0 qui donne :
n +oo n
pxsv(n)=> P(X=kPY =n-k)+ Y 0=) P(X=kPY =n—k).
k=0 k=n+1 k=0
7. (a) X suit la loi exponentielle de paramétre A donc le cours donne pour tout « > 0 :

F(x)=1—e?" puis F(z)=1-F(z)=e .

(b) Pour tout u entre 0 et x, u et x — u sont positifs donc :

(f = )(x)

/ )\e—Au ~ /\e—)\(:c—u) — AZ/ e—)\u—)\x+)\u du = )\2€—>\I/ 1 dx
0 0 0

= MNe M x = \ge M.

(¢) On doit intégrer la densité de X + Y entre —oco et z. Remarquons tout d’abord qu’il est clair
que X + Y donnera toujours un nombre positif, donc que son support est inclus dans R;. On
en déduit que pour tout z < 0,

fx+v(z) =0
(la fonction de répartition aussi mais ce n’est pas demandé). On obtient alors pour tout > 0 :
0

Fxyy(z) = /_g; x4y (t) dt = /

— 00

xr
0 dt + / MNte M dt.
0
On procéde a une intégration par parties avec
u=t et v=—e

qui sont de classe C'! avec
W=1 et v =N

(on a sorti un A de l'intégrale) et on obtient :

Fxyy(z) =X ([—te—ﬂz + /Oz e M dt) .

On développe pour obtenir :

Fxiy(z) = —)\xe_)‘x—i—O—l—/ e M dt = —)\xe_)“”—&—[—e_)‘t}o = dze M M4l = 1-(Az+1)e 7.
0

(d) On commence par calculer le quotient :

—Az
F)Sry(x) = (Az + e = +1—— +o00.
F(x) e~ Az T—+00

8. (a) On sait que Fxiy(z) = P(X +Y > x), et on montre l'inclusion des événements.

Si (max(X,Y) > ), 'une des variables X et Y est strictement supérieure & z ; comme 'autre
est forcément positive on a :

X+Y Z2max(X,)Y)+0>=x
et 'événement (X +Y > z) est également réalisé. On en déduit que

(max(X,Y)>z) C(X+Y >2) puis Pmax(X,Y)>2)< P(X+Y >2)=Fxiy(x).



(b) On sait que (max(X,Y) < z) = (X
P(max(X,Y)

z) donc par indépendance de X et Y :

< <
<) =P(X <z)P(Y < 2) = F(2).

On passe au contraire :
P(max(X,Y) > ) =1— F%(x).

(c) On simplifie avec une identité remarquable :

1-FXz) [1+F(@)]x[1-F)]
F(z) 1— F(x) =T

car I est une fonction de répartition donc tend vers 1 en +oo.

(d) D’aprés 8a et b, on a, pour tout x > 0

Fxiy(r) > P(max(X,Y) > x) =1 — F?(x)
et en divisant par F(x) > 0 :
Fxiy(z) _ 1-F*(x)

YV — > ——

WV

et comme le minorant converge vers 2 en 400, la derniére question de la partie I assure que :

F
lim inf )LL(:”) > 2
T—+00 F(aj)

(a) On remarque que comme Y > 0, ’événement (X > z) est inclus dans (X +Y > z) (car si
X>z, X+Y 2 X +0>z) puis :
P(X+Y>z)n(X>z)]  PX>z)  F) 1 1
P(X+Y >x) S P(X+Y>2) Fxiy(z)

Pixiysa(X >2) =

Fxiyv(@) a—+oo 2
F(x)

(b) On fait apparaitre les limites connues :

PX+Y >zxz)  Fxiy(x) F(x) I
Pmax(X,Y) > z) N %(x) % 1—F?(z) z—+oo 2x 2 L

Remarque : le "en déduire" est une erreur d’énoncé, il n’y a aucune raison d’utiliser la question
précédente qui n’a rien & voir...

(¢) Comme ils sont contraires I'un de l'autre, les événements ([max(X,Y) < 2], [max(X,Y) > z])
forment un systéme complet d’événements et par probabilités totales :

PX+Y>2)=P[X+Y >z]Nnmax(X,Y) <z]) + P((X +Y > 2] N [max(X,Y) > z]).

Mais on a vu plus tot que (max(X,Y) C (X +Y > ) donc leur inclusion est égal au plus petit
et :
PX4+Y >z)=P([X+Y >z]Nmax(X,Y) < z]) + Pmax(X,Y) > x).

(d) On divise cette égalité par P(max(X,Y) > x) > 0, on obtient :
PX+Y>z)  P(X+Y >z]Nmax(X,Y) < z])

= 1.
P(max(X,Y) > ) Pmax(X,Y) > x) +
On isole le quotient donc on cherche la limite et la question 9b donne :
PX+Y >znmax(X,Y)<z2]) PX+Y>z) 1—1—0
P(max(X,Y) > ) ~ P(max(X,Y) > z) z—+o00 -

(e) Si ce quotient tend vers 0, c’est que lorsque = devient grand, le numérateur est trés petit par
rapport au dénominateur (qui tendent tous les deux vers 0), et on remarque que le dénominateur
peut se réécrire avec X +Y > x en intersection car max(X,Y’) > z est inclus dedans donc par
probabilités composées :

Pixiysg(max(X,Y) < )
Pix 4y >e)(max(X,Y) > x) oo

donc lorsque X + Y > z, il est trés probable que c’est parce que I'une des deux variables au
moins est supérieure a x.

10



111 Problémes de queues

10. On procéde par ’absurde (en fait c’est une contraposée, mais on est en ECE...) : on suppose que X
est & queue lourde et n’est pas de support illimité & droite, donc que sont support est inclus dans
un segment de la forme [0; A]. On obtient alors :

11.

/1+<>0 f(z)er dox = /1A f(x)er da + /+000 dx

A

qui converge car la premiére intégrale n’est pas généralisée, et la seconde est I'intégrale de la fonction
nulle. C’est absurde puisque cette intégrale doit diverger pour tout A > 0, et on en déduit donc que
toute variable & queue lourde est & support illimité & droite.

(a)

(b)

Soit X une loi exponentielle de paramétre p, pour tout A > 0 et pour tout ¢ > 1 on a :
a

/1 f(z)e dx = /1 pe HEAT dp = ,u/l AT gy = P ﬁ . {e“_”)m}o i ﬁ M(e(k_”)“—l)

(en prenant A # p pour pouvoir diviser). Cette fonction converge en +oco lorsque A — < 0
donc si A < p, qui est possible en conservant A > 0 (par exemple avec A = 5).

On en déduit que l'intégrale ne diverge pas pour tout valeur de A strictement positive, donc la
loi exponentielle de paramétre u n’est pas & queue lourde, quel que soit le paramétre .

i. Les deux expressions sont positives et continues donc f est positive sur R et continue sur
R sauf peut-étre en 0. On considére alors :

/;Oof(x) dx—/ooode+/0+oo(1_|_13?;)2dx.

La premiére intégrale converge et vaut 0, pour la seconde on passe & l'intégrale partielle.
Pour tout X > 0,

A A
1 1 1
/ ——dx=|-———| =-— +1 1
o (1+x)?2 14z, 1+A A— oo

donc la deuxiéme intégrale converge et vaut 1. Enfin f_Jr;o f(z) dx converge et vaut 1, et f
est bien une densité de probabilité.

ii. Question pas évidente. Pour montrer qu’on a une inégalité & partir d’un certain rang, on
considére la limite : par croissances comparées,

6)\:1: e/\z

— +oo

(T+z)* g2 (141)° eotoo

donc & partir d’une certain moment, elle dépasse forcément 1 : il existe xg > 0 tel que pour
tout = > xo,

e)\x

— _>1
(1+z)?

iii. Les deux fonctions sont positives et I'intégrale de 1 est divergente en +oo : on en déduit
par théoréme de comparaison que pour tout A > 0, 'intégrale de zg & +o0, et par suite
I'intégrale de 1 & 400, diverge.

C’est exactement la définition d’une loi & queue lourde, donc la loi définie par f est & queue
lourde.

i. On sait que Z(Q2) = R, donc on obtient X(2) = eZ(Q) =]0;+oo|, et la fonction de ré-
partition de X est nulle pour tout = < 0. Pour tout > 0, on a par stricte croissance de
In :

(X <z)=(e? <2)=(Z<Inx)



12.

13.

donc
Fx(z)=P(Z <Inz)=Fz(lnz) = &(Inx).

La fonction de répartition de X est de classe C' donc continue sur R sauf peut-étre en 0,
car les deux expressions sont de classe C! (avec ® de classe C* car sa dérivée ¢ est continue
sur R). Etudions la continuité en O :

lim Fx(z)= lim 0=0 et lim Fx(z) = lim ®(lnz)= lim ®(y) =0

z—0— z—0— z—0t z—01 Y—r—00
car ® est une fonction de répartition, et Fix (0) = 0, donc F'x est bien continue en 0 et donc
sur R, X est une variable & densité.
On obtient une densité de X en dérivant F'x sauf en 0, valeur arbitraire, cette densité est

nulle sur R_ et pour tout = > 0,

1 _ (n=)?
2

e
V2w

flx) = %@’(lnx) = %(p(lnx) =

ii. Par croissances comparées, on obtient immédiatement :

(Inz)? Inz
2 Ar ) aotoo oo

1
Ax — §(lnm)2 —Inz=X\x (1 -

iii. On en déduit que

1 2
1 €7§(lnx) + Az o 5 B
e 2 (Inz)*+Xz—Inz

1
\/ﬂ eln T o \/ﬂ z—+00

et donc il existe zo > 0 tel que pour tout 2 > 0, f(z)e > 1.

iv. Avec exactement la méme justification qu’a la question 11 b iii, le théoréme de comparaison
assure la divergence de f;roo f(z)e*® pour tout A > 0, et donc la loi de X est & queue lourde.

On déduit facilement de la deuxiéme égalité que :

F(z) = e fil@)

et il reste & prouver que R(z) = [ r(y) dy.

Cette égalité suppose que R(x) est une primitive de r; mais si c’est le cas, on pourra justement
calculer 'intégrale et conclure. On dérive donc R : elle est dérivable par composée de fonctions
dérivables, avec I dérivable car F l'est, et pour tout = > 0 :

v Fl) —fx)  f)
FO="F0) = Fw ~ Fa)

= ()

car F(z) =1 — F(x), et la dérivée de F est f. On en déduit que R est une primitive de 7 puis :

/Ox r(y) dy = [R(y)} = R(z) — R(0) = R(z) + In[F(0)] = R(z) +In[1 — F(0)] = R(x) +1In1 = R(z)

car X a un support inclus dans Ry, donc F(0) = P(X < 0) = P(X < 0) = 0 (avec les deux
probabilités égales car X est & densité). On peut donc remplacer R(z) et on obtient :

F(z)=e Jorw dy,

(a) D’aprés la question I5f, on obtient immédiatement ’existence de xg et e strictement positifs
tels que pour tout z > xg,

# > e+ R(x) = —In[F(2)] > ez = In[F(2)] < —ex <= F(z) < e .

12



14.

(b)

On effectue une intégration par parties, en se rappelant que Fl(x) = —f(z) : on pose
u=e et v=—F(z)

qui sont de classe ¢! avec
u =X et v = f(x)

et on obtient :

/OA e f(z) de = [ — F(x)e”}j +A /OA e F(z) d.

et comme F(0) =1— F(0) =1
A A A
/ M f(z) de = —F(A)eM +F(0)e’ + )\/ M F(x) de =1—F(A)e* + )\/ M F(x) d.
0 0 0

On va faire apparaitre une intégrale sur [zg; A] (en prenant A > xg, possible puisqu’on va le
faire tendre vers +o00) pour appliquer la question 13a :

A Zxo A
/ M f(z) de =1—F(A)eM + )\/ M F(x) d —|—/ M F(x) d
0 0 T

0

et en multipliant I'inégalité de 13a par ’exponentielle positive et en intégrant avec des bornes
dans l'ordre croissant :

A . A 1 N
/ e’\xF(:r) dr < / = _ & [e(z\—s)w}
T A—e To

0 Zo

< 1 [e()\—e)x _ e(/\—€)900] 1 e(/\—e)x(,.

A—c¢ Astoo  A—e
L’intégrale est donc convergente puisque c’est une intégrale de fonction positive, et qu’elle est
majorée par une intégrale convergente. L’intégrale entre 0 et ¢ est une constante donc converge,
tout comme 1. Il reste & traire le terme F'(A)e*. La encore avec A > o on a :

0< F(A)e)‘A <e ez
r——+00

car A — e < 0, donc le théoréme d’encadrement assure la convergence de ce terme, et donc
T +o0 A
Vintégrale [;" e f(x) dx converge.

Enfin on en déduit que f0+oo f(x)er dx ne diverge pas pour tout A > 0, et la loi de X n’est
pas a queue lourde.

Puisque la loi de X n’est pas & queue lourde, il existe A > 0 tel que :

/0+°° f@)e = /O e x 0 dr + /0+<><> f(x)er® do = /+OO f(x) dx

— 00 —0o0

est convergente, et absolument convergente car c’est 'intégrale d’une fonction positive. Le théo-
réme de transfert assure alors que la variable e*X admet une espérance (égale & cette intégrale).

Par inégalité de Markov, avec e*X qui est une variable positive et I'exponentielle qui est stric-
tement croissante, on a :
E(e/\X) -z

F(LE) = P(X > x) = P()\X > )\$) — P(e)\X > e)\:v) < eT — e

On compose par In strictement croissante et on multiplie par —1 :

In[F(z)] <Inc— Az puis R(z)=—In[F(z)] > Az —Inc
On divise par = > 0 et on obtient :
R(z) Inc

A —.
T x

Vr > 0,

Avec le minorant qui tend vers A, la question 5g de la partie I assure que :

lim inf E(z)

r——+00 X

>A>0.

13



15. (a) On fait tendre & vers 0", et avec la valeur absolue qui est positive, le théoréme d’encadrement
donne :

’M_l‘:‘ﬂwy)—m)

F(x) F(x) z—>+00

Enfin on en déduit bien que :

(b) On transforme F en 1 — F :

F(x+1y) — F(z) _ 1-Flx+y) — 14 F(x) _ F(z) — F(x +1)
F(z) F(z) F(x) B0

puis en multipliant par —1 :

Flz+y) - F(z)
F({IJ) T—r—+00

(¢) Comme y > 0,81 X >x+y,alors X >z +y >z donc (X >z+y) C (X >z)donc:

P(X>z)n(X>z+y)] PX>z+y) :F(E+y).

Pixsa(X > 2 +y) = P(X > ) T TP(X > ) Flo)

On fait apparaitre ce quotient dans la limite de la question 15a :

Flt+y —F() _Fl+y)
F(x) F(x) z—+00

Enfin on obtient :

P[X>x](X >x+ y) = —= 1.

(d) On fait apparaitre F :

R(z 4+ 1) = R(z) = —In[F(z + 1)] + In[F(z)] = In {F(‘Z(fl)] :

On remplace y par 1 dans la question 15a (valable pour y € [0; 1]) et on obtient :

F 1 F 1
(ic +1) -1 0 donc (z+1) 1.
F(x) T—+00 F(.’E) T—+00
On passe a Iinverse puis on compose par In :
F(x) . F(z) ]
= 1 is Rlz+1)—R(z)=In|= In(1) = 0.
Fle 1) amteo 0 (@+1) = R(z) =In {F(x—l— 1)] a—+oo n(1)
16. (a) 1i. On fait apparaitre 'expression de la définition :
_ _ F F
Fz+y)>Flx)e ? < M >em? = M—l >e 7 — 1
F(x) F(z)

Or la définition dit que pour tout € > 0, on a, & partir d’une certain A :

NGRS )
F(x)

Il faut donc poser e =1 — e~ 2 qui doit étre strictement positif : ¢’est bien le cas puisque
I’exponentielle est prise en un nombre strictement négatif, elle est strictement inférieure &
1. On obtient alors I'inégalité équivalente & celle cherchée, et donc I'inégalité cherchée pour
tout © > A > 0, que 'on renomme x.

14



(b)

ii. On itére la relation précédente appliquée en y =1 :
F(zo+n)=F(xo+n—1+1)> F(zg+n— 1)e 2 > F(zo+n—2)e”

et en itérant n fois :

= = A
2

F(xo+mn) > F(xg)e™

Remarque : on peut remplacer l’itération de la relation de récurrence par une preuve par
récurrence.

iii. On en déduit en multipliant par un nombre positif que pour tout n > 0,
e/\(woJr")F(xo +n) > F(xg)e M2 TAT0tAn — B(g)er s TA%0,

Il faut ici supposer que F'(zq) est strictement positif (ce ' qui suppose que g est intérieur au
support de la loi de X, et n’est toujours possible que si F' est toujours strictement positive,
notamment lorsqu’elle est strictement décroissante avec une densité strictement positive
sur Ry).

Le terme de droite de 'inégalité tend alors vers +oo, et par minoration on obtient :

lim e+ E(z +n) = 4o0.
n—-+oo

Si cette fonction était bornée, elle serait majorée par un certain M, et on aurait pour tout
ne€N: -
A@FE 2y +n) < M

donc elle ne pourrait pas tendre vers +oo : c’est absurde, et la fonction n’est donc pas bornée
sur R .

On suppose que cette limite inférieure est strictement positive, alors la question 13a donne : il
existe x > xp et € > 0 tels que :

Vz >z, F(z) <e ®® donc F(x)e®” < 1.

De plus cette fonction est continue sur le segment [0;zo] donc elle y est bornée, et donc la
fonction z — F(x)e®® est bornée.

Comme € > 0, ceci est absurde puisque cela met en défaut la question 16b pour A = ¢, c’est
absurde. On en déduit donc que :
e R(x)
lim inf

T—+o0 xX

=0.

La question 13 assure alors que la loi de F' est & queue lourde, donc on a bien prouvé que toute
loi & queue longue est & queue lourde.
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