
Correction DM ESSEC no 1

Exercice : hec 2009
1. (a) On calcule :

2I =

(
2 0
0 2

)
donc d(2I) = 2× 2− 0× 0 = 4 alors que d(I) = 1.

Donc d(2I) 6= 2d(I), et d n'est pas linéaire.

(b) Soient A =

(
a11 a12
a21 a22

)
et B =

(
b11 b12
b21 b22

)
, on a alors

AB =

(
a11 a12
a21 a22

)(
b11 b12
b21 b22

)
=

(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)
donc

d(AB) = (a11b11 + a12b21)× (a21b12 + a22b22)− (a21b11 + a22b21)× (a11b12 + a12b22)

= a11a21b11b12 + a11a22b11b22 + a12a21b12b21 + a12a22b21b22

− [a11a21b11b12 + a11a22b12b21 + a12a21b11b22 + a12a22b21b22]

= a11a22b11b22 + a12a21b12b21 − a11a22b12b21 − a12a21b11b22

d'une part, et d'autre part

d(A)d(B) = (a11a22 − a12a21)× (b11b22 − b12b21)

= a11a22b11b22 − a11a22b12b21 − a12a21b11b22 + a12a21b12b21

= d(AB).

(c) Si A et B sont semblables, il existe P inversible telle que A = PBP−1. On obtient alors avec
la commutativité du produit entre deux réels :

d(A) = d(PBP−1) = d(P )d(B)d(P−1) = d(B)d(P )d(P−1) = d(BPP−1) = d(B).

2. (a) Soient A =

(
a11 a12
a21 a22

)
et B =

(
b11 b12
b21 b22

)
∈M2(R) et λ ∈ R,

λA+B =

(
λa11 + b11 λa12 + b12
λa21 + b21 λa22 + b22

)
donc

t(λA+B) = λa11 + b11 + λa22 + b22 = λ(a11 + a22) + (b11 + b22) = λt(A) + t(B).

t est donc une application linéaire deM2(R) dans R.

Avec la base canonique deM2(R), on obtient :

Im t = Vect[(1), (0), (0), (1)] = Vect[(1)] = R

donc Im t est de dimension 1, et par théorème du rang,

dim(Ker t) = dim(M2(R))− dim(Im t) = 4− 1 = 3.
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De plus, A ∈ Ker t⇔ a11+a22 = 0⇔ a22 = −a11 ⇔ A =

(
a11 a12
a21 −a11

)
où (a11, a12, a21) ∈ R3.

Ainsi, Ker t =

{(
a11 a12
a21 −a11

)
; (a11, a12, a21) ∈ R3

}
= Vect

((
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

))
.

La famille

((
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

))
est une famille de 3 vecteurs génératrice d'un espace

de dimension 3 donc c'est une base de cet espace.

(b) Soit A =

(
a11 a12
a21 a22

)
alors tA =

(
a11 a21
a12 a22

)
donc t(tA) = a11 + a22 = t(A).

(c) Soient A =

(
a11 a12
a21 a22

)
et B =

(
b11 b12
b21 b22

)
∈M2(R), alors

AB =

(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)
donc t(AB) = a11b11 + a12b21 + a21b12 + a22b22

d'une part, et d'autre part

BA =

(
a11b11 + a21b12 a12b11 + a22b12
a11b21 + a21b22 a12b21 + a22b22

)
donc t(BA) = a11b11 + a21b12 + a12b21 + a22b22.

On obtient des résultats égaux, donc pour touts A et B deM2(R),

t(AB) = t(BA).

(d) Si A et B sont semblables, A = PBP−1 et on peut écrire :

t(A) = t([PB]P−1) = t(P−1[PB]) = t(B).

3. (a) Comme A et I sont deux matrices non colinéaires, elles forment une famille libre et α et β, si
ils existent, sont uniques.

Reste à démontrer l'existence : soit A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, alors

A2 =

(
a211 + a12a21 a12 (a11 + a22)
a21 (a11 + a22) a222 + a12a21

)
et αA+ βI =

(
β + αa11 αa12
αa21 β + αa22

)
Donc

A2 = αA+ βI ⇐⇒

 a211 + a12a21 = β + αa11 a12(a11 + a22) = αa12

a21(a11 + a22) = αa21 a222 + a12a21 = β + αa22

Comme on a déjà prouvé l'unicité, on peut se contenter d'exhiber une solution, sans raisonner
par équivalence. On pose alors par identi�cation

α = a11 + a22 = t(A)

qui assure que les équations 2 et 3 sont véri�ées et :

β = a211 + a12a21 − αa11 = a211 + a12a21 − a11 (a11 + a22)

= a12a21 − a11a22 = −d(A)

qui assure la première équation, et en�n on véri�e que la quatrième est véri�ée :

β + αa22 = a12a21 − a11a22 + a22(a11 + a22) = a12a21 − a11a22 + a22a11 + a222

= a222 + a12a21

donc α = t(A) et β = −d(A) constituent une solution unique du système.
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(b) On a obtenu
α = t(A) et β = −d(A) donc A2 = t(A)A− d(A)I.

4. (a) Supposons que les trois vecteurs sont des vecteurs propres.

Remarquons que si deux des trois vecteurs sont des vecteurs propres associés à la même valeur
propre λ, A admet une base de vecteurs propres associés à la valeur propre λ et la formule de
changement de base, en passant de la base canonique à cette base de vecteurs propres, donne :

A = P

(
λ 0
0 λ

)
P−1 = λPIP−1 = λI

ce qui est absurde car A et I ne sont pas colinéaires. On en déduit que ces trois vecteurs sont
associés à des valeurs propres a, b et c distinctes. On peut alors écrire :

u(e1) = ae1 , u(e2) = ae2 et u(e1 + e2) = c(e1 + e2) = ce1 + ce2

Mais par linéarité on a également :

u(e1 + e2) = u(e1) + e(e2) = ae1 + be2

donc par liberté de la famille (e1, e2), on obtient que

a = c et b = c

ce qui est absurde. On en déduit que les trois vecteurs ne sont pas simultanément vecteurs
propres de u.

(b) L'un des ces trois vecteurs, noté x et forcément non nul, n'est pas vecteur propre de u.

Cela signi�e que u(x) n'est pas colinéaire à x, et donc que la famille (x, u(x)) est libre.

En�n cette famille est de cardinal 2, égal à la dimension de R2, donc c'est une base de R2.

(c) On cherche la matrice dans cette base, on a :

u(x) = 0x+ 1u(x) et u(u(x)) = u2(x) = (t(A)u− d(A) id)(x) = −d(A)x+ t(A)u(x)

car A2 = t(A)A− d(A)I et A est une matrice de u. En�n on en déduit que :

M =

(
0 −d(A)
1 t(A)

)

(d) A est donc semblable à la matrice

(
0 −d(A)
1 t(A)

)
.

Or tA n'est pas colinéaire à I non plus, sinon A =t (tA) =t (λI) = λtI = λI ce qui est absurde.

On en déduit que tA est semblable à

(
0 −d(tA)
1 t(tA)

)
En�n on véri�e facilement avec les dé�nitions que d(tA) = d(A) et t(tA) = t(A) donc A et tA
sont semblables à la même matrice.

Par transitivité de la relation de similitude, A et tA sont semblables.

On peut aussi le reprouver en prouvant A = PMP−1 et tA = QMQ−1 qui donnent

A = P (Q−1(tA)Q)P−1 = (PQ−1)tA(QP−1) = (PQ−1)tA(PQ−1)−1

car
(PQ−1)(QP−1) = PQQ−1P−1 = PIP−1 = PP−1 = I.

5. (a) L'ensemble est dé�ni sous forme implicite, on utilise la caractérisation des sous-espaces :
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� C(A) ⊂M2(R).

� La matrice nulle est élément de C(A) car A0 = 0A = 0.

� Si B1 et B2 appartiennent à C(A) et λ est un réel, on a :

AB1 = B1A et AB2 = B2A

donc :
A(λB1 +B2) = λAB1 +AB2 = λB1A+B2A = (λB1 +B2)A

et (λB1 +B2) ∈ C(A) qui est donc stable par combinaison linéaire.

On en déduit que C(A) est un sous-espace vectoriel deM2(R).

(b) Si A est colinéaire à I alors toute matrice commute avec A et C(A) =M2(R) est de dimension
4, et la base canonique bien connue en est une base.

Si A n'est pas colinéaire avec I alors il existe P inversible telle que A = PMP−1, où

M =

(
0 −d(A)
1 t(A)

)
On peut alors écrire :

AB = BA⇐⇒ PMP−1B = BPMP−1 ⇐⇒M(P−1BP ) = (P−1BP )M

Soit alors N =

(
x y
z a

)
une matrice quelconque deM∈(R), on résout :

MN = NM ⇐⇒

 −d(A)z = y −d(A)a = −d(A)x+ t(A)y

x+ t(A)z = a y + t(A)a = −d(A)z + t(A)a

⇐⇒

 y = −d(A)z −d(A)a = −d(A)x− t(A)d(A)z

x+ t(A)z = a −d(A)z + t(A)a = −d(A)z + t(A)a

⇐⇒

 y = −d(A)z d(A)(−a+ a− t(A)z + t(A)z) = 0

x = a− t(A)z 0 = 0

⇐⇒

 y = −d(A)z 0 = 0

x = a− t(A)z 0 = 0

⇐⇒ N =

(
a− t(A)z −d(A)z

z a

)
= aI + z

(
−t(A) −d(A)

1 0

)
donc

MN = NM ⇐⇒ N ∈ Vect[I,M − t(A)I] = Vect[I,M ]

et on en déduit �nalement que :

B ∈ C(A)⇐⇒ P−1BP = αI + βM ⇐⇒ B = αPIP−1 + βPMP−1 = αI + βA

donc
C(A) = Vect[I, A]

et la famille (I, A) est libre (2 vecteurs non colinéaires) et génératrice de C(A), c'en est une
base et dim[C(A)] = 2.

Problème : Essec II 2015
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Limite inférieure d'une suite et d'une fonction

1. On peut calculer tous les termes et prendre le plus petit. Mais comme il y aura des termes positifs
et négatifs, on peut d'entrée écarter les termes positifs qui ne pourront pas être minimaux. De plus
les termes impairs sont les seuls négatifs, avec :

(−1)1

1 + 1
= −1

2
et

(−1)3

1 + 3
= −1

4

donc min
i∈J0;4K

(−1)i
i+1 = − 1

2 .

2. (a) On doit comparer un(k) et un(k + 1), avec :

un(k) = min
i∈Jn;n+kK

xn et un(k + 1) = min
i∈Jn;n+k+1K

xn

Or l'ensemble Jn;n+ k+ 1K contient Jn;n+ kK, donc les termes dont un(k+ 1) est le minimum
sont les mêmes termes que ceux pour un(k), plus le terme xn+k+1.

Si le minimum est atteint pour un indice di�érent de n+k+ 1, ce sera aussi le plus petit terme
parmi Jn;n+ kK et on aura donc un(k + 1) = un(k).

Si le minimum est atteint en n+ k + 1, c'est que xn+k+1 est plus petit que tous les termes de
n à n+ k, et on a donc un+1(k) 6 un(k). On a donc toujours

un(k + 1) 6 un(k)

et la suite (un(k))k>0 est décroissante.

(b) De plus tous les xn sont positifs, donc pour tout k, un(k) est le minimum de nombres positifs :
il est donc positif et (un(j))k>0 est minorée par 0. Comme elle est décroissante, on en déduit
qu'elle converge.

(c) On regarde la dé�nition de ces deux nombres :

un+1(k) = min
i∈Jn+1;n+1+kK

xi et un(k + 1) = min
i∈Jn;n+k+1K

xi

De même qu'à la question 2a, comme le deuxième ensemble est constitué des termes du premier,
plus un terme (ici xn), son minimum est inférieur ou égal à celui du premier ensemble donc :

un(k + 1) 6 un+1(k).

On fait alors tendre k vers +∞ (les deux suites sont convergentes et k + 1 tend vers +∞), et
on obtient :

un 6 un+1

ceci étant vrai pour tout n > 0, et la suite (un)n∈N est croissante.

(d) La suite est croissante : soit elle est majorée et elle converge vers une limite �nie, soit elle ne
l'est pas et elle diverge vers +∞. Dans tous les cas, elle admet bien une limite.

3. (a) Commençons par la suite (yn). Soit n > 0, et k > 1, on a :

un(k) = min
i∈Jn;n+kK

(1 + (−1)i).

Les termes de la suite (yn) valent successivement 2 et 0, selon la parité de i. Avec k > 1, le
minimum est pris sur k+ 1 > 2 termes consécutifs, il y en a forcément un pair et un impair, et
donc le minimum sera 0 :

∀n > 0,∀k > 1, un(k) = 0.

Pour la suite zn, on a pour les mêmes raisons toujours un terme pair ; si n > 2, tous les termes
impairs ont une valeur plus grande que 2, donc le minimum est 2. D'où :

∀n > 2, ∀k > 1, u′n(k) = 2.
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Traitons alors n = 0 et n = 1. Pour n = 1, le terme zn+0 = z1 = 1 est le plus petit de tous, et
il fait partie des termes dont on cherche le minimum donc :

∀k > 1, u′1(k) = 1.

De même pour n = 0, on a toujours au moins deux termes, avec z0 = 2 et z1 = 1, donc le terme
minimal de la suite fait partie des valeurs dont on cherche le minimum et :

∀k > 1, u′0(k) = 1.

(b) La suite (un) est constante et la suite (u′n) est constante à partir du rang n = 2, on obtient
donc immédiatement :

lim inf
n→+∞

yn = lim
n→+∞

un = 0 et lim inf
n→+∞

zn = lim
n→+∞

u′n = 2.

4. (a) Puisque (xn) est croissante, pour tout k > 0, le minimum des termes xn, . . . , xn+k est forcément
xn. On en déduit que :

∀n > 0,∀k > 0, un(k) = xn puis un = lim
k→+∞

un(k) = lim
k→+∞

xn = xn.

On en déduit que la suite (un) et la suite (xn) sont égales, donc (un) converge vers ` et en�n :

lim inf
n→+∞

xn = `.

(b) Lorsque un est décroissante, pour tout k > 0, le minimum des termes xn, . . . , xn+k est forcément
xn+k. On en déduit que :

∀n > 0,∀k > 0, un(k) = xn+k puis un = lim
k→+∞

un(k) = lim
k→+∞

xn+k = `.

On en déduit que la suite (un) est constante égale à `, donc (un) converge vers ` et en�n :

lim inf
n→+∞

xn = `.

(c) i. Le minimum est une des valeurs αi qui sont toutes dans I, donc il est bien dans I.

ii. Cette fois il n'y a aucun moyen de calculer un(k) et encore moins un, il est nécessaire de
revenir à la dé�nition de la limite.

Soit ε > 0, comme (xn) converge vers `, il existe n0 tel que pour tout n > n0, on ait
`− ε < xn < `+ ε donc xn ∈ I =]`− ε; `+ ε[.

On en déduit que pour tout n > n0 et pour tout k > 0, tous les xn+i pour 0 6 i 6 k sont
dans l'intervalle ouvert ]`− ε, `+ ε[ donc leur minimum un(k) également, donc :

∀n > n0, ∀k > 0, `− ε < un(k) < `+ ε.

En faisant passer à la limite cette inégalité (elle doit alors s'élargir) on obtient :

∀n > n0, `− ε 6 lim
k→+∞

un(k) = un 6 `+ ε.

On obtient alors que :

∀ε > 0, ∃n0 tel que : ∀n > n0, |un − `| 6 ε

et par dé�nition de la limite, (un) converge vers ` donc lim inf
n→+∞

xn = `.

Remarque : on pouvait aussi construire un encadrement de un entre ` − 1
n et ` + 1

n , mais
pour construire l'encadrement il faut utiliser la dé�nition de la limite sur la suite (xn) au
départ : il devient alors spécieux de l'éviter arti�ciellement pour conclure...
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5. (a) On se donne deux réels positifs h1 et h2, avec h1 < h2. Alors l'intervalle [x;x + h1] est inclus
dans l'intervalle [x;x+ h2].

La plus petite valeur atteinte sur l'intervalle [x;x+ h1] est donc aussi atteinte dans l'intervalle
[x;x+ h2], et elle est donc supérieure ou égale à la plus petite valeur atteinte sur [x;x+ h2] ce
qui donne :

h1 < h2 =⇒ ϕx(h1) > ϕx(h2)

ce qui prouve que la fonction ϕx est décroissante sur R+.

(b) De plus comme f est à valeurs dans R+ donc positives, la valeur minimale ϕx(h) atteinte sur
[x;x+ h] est toujours positive.

ϕx est donc décroissante et minorée par 0, elle converge vers un réel noté Φx.

(c) Très di�cile. De nouveau il faut se donner x et y positifs tels que x < y, et on veut prouver
que Φx 6 Φy. On doit pour cela s'inspirer de la question 2c où on a prouvé la même chose sur
des suites.

Pour tout h ∈ R+, on a :
ϕy(h) = min

u∈[y;y+h]
f(u).

On va alors chercher un h′ en fonction de h tel que l'ensemble des valeurs de f où on cherche
le maximum pour calculer ϕx(h′) soit plus grand que celui où on calcule ϕy(h), donc tel que :

[x;x+ h′] ⊂ [y; y + h]⇐⇒
{

x 6 y
x+ h′ > y + h

⇐⇒
{

x 6 y
h′ > y − x+ h

et la première inégalité est toujours vraie puisque x < y, la seconde est vraie par exemple pour
h′ = h+y−x. On peut alors en déduire que le minimum de f sur [x;x+h+y−x] est inférieur
ou égal à celui sur [y; y + h] donc :

∀h > 0, ϕx(h+ y − x) 6 ϕy(h).

En faisant tendre h vers +∞, avec h+y−x qui tend alors vers +∞ (et les deux côtés convergent),
on obtient :

Φx 6 Φy

qui montre la croissance de la fonction x 7→ Φx sur R+.

(d) Comme pour les suites, puisque la fonction est croissante, soit elle est majorée et converge vers
une limite �nie, soit elle ne l'est pas et diverge vers +∞. Dans tous les cas, lim

x→+∞
Φx existe bien.

(e) i. On trace la fonction f sur [0; 2] sans di�culté (les deux parties sont représentées par des
lignes droites, il su�t de placer les points extrémaux et de tracer le segment à chaque fois).
Ensuite il faut reporter le même graphique en décalant de 2 sur les abscisses, mais pas sur
les ordonnées.

Si on ne le comprend pas directement, on peut toujours déterminer l'expression de f sur
[2; 4] puis tracer les segments de la même manière.

ii. Comme la fonction est périodique de période 2, si h > 2, les valeurs de f entre x et x+ h
parcourent au moins une période entière de f donc la valeur minimale de f sur une période,
qui est sa valeur minimale sur R+, sera atteinte. Ce sera donc la plus petite valeur atteinte
et :

∀x > 0,∀h > 2, ϕx(h) = min
06u62

f(u).

En�n on remarque facilement que cette valeur minimale est 0 (atteinte au point 0) donc :

∀x > 0, ∀h > 2, ϕx(h) = 0.
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iii. Pour tout x > 0, la fonction ϕx(h) est constante égale à 0 dès que h > 2, donc elle converge
lorsque h tend vers +∞ vers 0 et :

∀x > 0, Φx = 0.

En�n on en déduit que :
lim inf
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

Φx = 0.

(f) i. ϕx(h) est la valeur minimale de f sur [x;x+ h], elle est donc inférieure ou égale à chacune
des valeurs de f sur cet intervalle. En particulier pour u = x ∈ [x;x+ h] :

ϕx(h) 6 f(x).

ii. On fait tendre h vers l'in�ni dans cette inégalité et on obtient :

∀x > 0, lim
h→+∞

ϕx(h) = Φx 6 f(x).

iii. Très très di�cile, à nouveau avec la dé�nition de la limite. On note ` cette limite inférieure
qui est la limite en +∞ de ϕx, et on en déduit que pour tout ε′ > 0 (qui n'est surtout pas
le ε cherché ! !), il existe xε′ > 0 tel que :

∀x > x1, `− ε′ 6 Φx 6 `+ ε donc f(x) > Φx > `− ε′.

Or ` > 0, donc en posant ε′ = `
2 > 0 on obtient :

∀x > x `
2
, f(x) > Φx > `− `

2
=
`

2
.

En posant ε = `
2 > 0 et x0 = x `

2
> 0 on obtient bien :

∀x > x0, f(x) > ε.

(g) Comme g tend vers `, pour tout ε > 0, il existe x0 tel que :

∀x > x0, `− ε 6 g(x) 6 `+ ε.

On en déduit que pour tout x > x0,

f(x) > g(x) > `− ε.

donc ∀x > x0, ∀h > 0, ∀u ∈ [xx+ h], u > x0 donc f(u) > `− ε donc ϕx(h) > `− ε.

En�n on peut passer à la limite lorsque h tend vers +∞, et on obtient :

∀x > ε, Φx = lim
h→+∞

ϕx(h) > `− ε.

En�n on fait tendre x vers +∞, et on en déduit que :

lim
x→+∞

Φx = lim inf
x→+∞

f(x) > `− ε.

En�n ceci est valable pour tout ε > 0, on peut donc faire tendre ε vers 0+ pour obtenir :

lim inf
x→+∞

f(x) > `− lim
ε→0+

ε = `− 0 = `.

II Lois sous-exponentielles

6. On applique les probabilités totales avec le système complet d'évènements (X = k)k∈N et on obtient :

pX+Y (n) = P (X + Y = n) =

+∞∑
k=0

P [(X = k) ∩ (X + Y = n)] =

+∞∑
k=0

P [(X = k) ∩ (Y = n− k)].
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Par indépendances des variables X et Y on obtient alors :

pX+Y (n) =

+∞∑
k=0

P (X = k)P (Y = n− k).

En�n dès que k > n, on a n− k < 0 donc P (Y = n− k) = 0 qui donne :

pX+Y (n) =

n∑
k=0

P (X = k)P (Y = n− k) +

+∞∑
k=n+1

0 =

n∑
k=0

P (X = k)P (Y = n− k).

7. (a) X suit la loi exponentielle de paramètre λ donc le cours donne pour tout x > 0 :

F (x) = 1− e−λx puis F (x) = 1− F (x) = e−λx.

(b) Pour tout u entre 0 et x, u et x− u sont positifs donc :

(f ∗ f)(x) =

∫ x

0

λe−λu × λe−λ(x−u) = λ2
∫ x

0

e−λu−λx+λu du = λ2e−λx
∫ x

0

1 dx

= λ2e−λx × x = λ2xe−λx.

(c) On doit intégrer la densité de X + Y entre −∞ et x. Remarquons tout d'abord qu'il est clair
que X + Y donnera toujours un nombre positif, donc que son support est inclus dans R+. On
en déduit que pour tout x < 0,

fX+Y (x) = 0

(la fonction de répartition aussi mais ce n'est pas demandé). On obtient alors pour tout x > 0 :

FX+Y (x) =

∫ x

−∞
fX+Y (t) dt =

∫ 0

−∞
0 dt+

∫ x

0

λ2te−λt dt.

On procède à une intégration par parties avec

u = t et v = −e−λt

qui sont de classe C1 avec
u′ = 1 et v′ = λe−λt

(on a sorti un λ de l'intégrale) et on obtient :

FX+Y (x) = λ

([
−te−λt

]x
0

+

∫ x

0

e−λt dt

)
.

On développe pour obtenir :

FX+Y (x) = −λxe−λx+0+

∫ x

0

λe−λt dt = −λxe−λx+
[
−e−λt

]x
0

= −λxe−λx−e−λx+1 = 1−(λx+1)e−λx.

(d) On commence par calculer le quotient :

FX+Y (x)

F (x)
=

(λx+ 1)e−λx

e−λx
= λx+ 1 −−−−−→

x→+∞
+∞.

8. (a) On sait que FX+Y (x) = P (X + Y > x), et on montre l'inclusion des évènements.

Si (max(X,Y ) > x), l'une des variables X et Y est strictement supérieure à x ; comme l'autre
est forcément positive on a :

X + Y > max(X,Y ) + 0 > x

et l'évènement (X + Y > x) est également réalisé. On en déduit que

(max(X,Y ) > x) ⊂ (X + Y > x) puis P (max(X,Y ) > x) 6 P (X + Y > x) = FX+Y (x).
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(b) On sait que (max(X,Y ) 6 x) = (X 6 x) ∩ (Y 6 x) donc par indépendance de X et Y :

P (max(X,Y ) 6 x) = P (X 6 x)P (Y 6 x) = F 2(x).

On passe au contraire :
P (max(X,Y ) > x) = 1− F 2(x).

(c) On simpli�e avec une identité remarquable :

1− F 2(x)

F (x)
=

[1 + F (x)]× [1− F (x)]

1− F (x)
= 1 + F (x) −−−−−→

x→+∞
2

car F est une fonction de répartition donc tend vers 1 en +∞.

(d) D'après 8a et b, on a, pour tout x > 0 :

FX+Y (x) > P (max(X,Y ) > x) = 1− F 2(x)

et en divisant par F (x) > 0 :

∀x > 0,
FX+Y (x)

F (x)
>

1− F 2(x)

F (x)

et comme le minorant converge vers 2 en +∞, la dernière question de la partie I assure que :

lim inf
x→+∞

FX+Y (x)

F (x)
> 2.

9. (a) On remarque que comme Y > 0, l'évènement (X > x) est inclus dans (X + Y > x) (car si
X > x, X + Y > X + 0 > x) puis :

P[X+Y >x](X > x) =
P [(X + Y > x) ∩ (X > x)]

P (X + Y > x)
=

P (X > x)

P (X + Y > x)
=

F (x)

FX+Y (x)
=

1
FX+Y (x)

F (x)

−−−−−→
x→+∞

1

2
.

(b) On fait apparaître les limites connues :

P (X + Y > x)

P (max(X,Y ) > x)
=
FX+Y (x)

F (x)
× F (x)

1− F 2(x)
−−−−−→
x→+∞

2× 1

2
= 1.

Remarque : le "en déduire" est une erreur d'énoncé, il n'y a aucune raison d'utiliser la question
précédente qui n'a rien à voir...

(c) Comme ils sont contraires l'un de l'autre, les évènements
(
[max(X,Y ) 6 x], [max(X,Y ) > x]

)
forment un système complet d'évènements et par probabilités totales :

P (X + Y > x) = P ([X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x]) + P ([X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) > x]).

Mais on a vu plus tôt que (max(X,Y ) ⊂ (X +Y > x) donc leur inclusion est égal au plus petit
et :

P (X + Y > x) = P ([X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x]) + P (max(X,Y ) > x).

(d) On divise cette égalité par P (max(X,Y ) > x) > 0, on obtient :

P (X + Y > x)

P (max(X,Y ) > x)
=
P ([X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x])

P (max(X,Y ) > x)
+ 1.

On isole le quotient donc on cherche la limite et la question 9b donne :

P ([X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x])

P (max(X,Y ) > x)
=

P (X + Y > x)

P (max(X,Y ) > x)
− 1 −−−−−→

x→+∞
1− 1 = 0.

(e) Si ce quotient tend vers 0, c'est que lorsque x devient grand, le numérateur est très petit par
rapport au dénominateur (qui tendent tous les deux vers 0), et on remarque que le dénominateur
peut se réécrire avec X + Y > x en intersection car max(X,Y ) > x est inclus dedans donc par
probabilités composées :

P[X+Y >x](max(X,Y ) 6 x)

P[X+Y >x](max(X,Y ) > x)
−−−−−→
x→+∞

0

donc lorsque X + Y > x, il est très probable que c'est parce que l'une des deux variables au
moins est supérieure à x.
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III Problèmes de queues

10. On procède par l'absurde (en fait c'est une contraposée, mais on est en ECE...) : on suppose que X
est à queue lourde et n'est pas de support illimité à droite, donc que sont support est inclus dans
un segment de la forme [0;A]. On obtient alors :∫ +∞

1

f(x)eλx dx =

∫ A

1

f(x)eλx dx+

∫ +∞

A

0 dx

qui converge car la première intégrale n'est pas généralisée, et la seconde est l'intégrale de la fonction
nulle. C'est absurde puisque cette intégrale doit diverger pour tout λ > 0, et on en déduit donc que
toute variable à queue lourde est à support illimité à droite.

11. (a) Soit X une loi exponentielle de paramètre µ, pour tout λ > 0 et pour tout a > 1 on a :∫ a

1

f(x)eλx dx =

∫ a

1

µe−µxeλx dx = µ

∫ a

1

e(λ−µ)x dx =
µ

λ− µ

[
e(λ−µ)x

]a
0

=
µ

λ− µ
(e(λ−µ)a−1)

(en prenant λ 6= µ pour pouvoir diviser). Cette fonction converge en +∞ lorsque λ − µ < 0
donc si λ < µ, qui est possible en conservant λ > 0 (par exemple avec λ = µ

2 ).

On en déduit que l'intégrale ne diverge pas pour tout valeur de λ strictement positive, donc la
loi exponentielle de paramètre µ n'est pas à queue lourde, quel que soit le paramètre µ.

(b) i. Les deux expressions sont positives et continues donc f est positive sur R et continue sur
R sauf peut-être en 0. On considère alors :∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ 0

−∞
0 dx+

∫ +∞

0

1

(1 + x)2
dx.

La première intégrale converge et vaut 0, pour la seconde on passe à l'intégrale partielle.
Pour tout X > 0,∫ A

0

1

(1 + x)2
dx =

[
− 1

1 + x

]A
0

= − 1

1 +A
+ 1 −−−−−→

A→+∞
1

donc la deuxième intégrale converge et vaut 1. En�n
∫ +∞
−∞ f(x) dx converge et vaut 1, et f

est bien une densité de probabilité.

ii. Question pas évidente. Pour montrer qu'on a une inégalité à partir d'un certain rang, on
considère la limite : par croissances comparées,

eλx

(1 + x)2
=

eλx

x2
(
1 + 1

x

)2 −−−−−→x→+∞
+∞

donc à partir d'une certain moment, elle dépasse forcément 1 : il existe x0 > 0 tel que pour
tout x > x0,

eλx

(1 + x)2
> 1.

iii. Les deux fonctions sont positives et l'intégrale de 1 est divergente en +∞ : on en déduit
par théorème de comparaison que pour tout λ > 0, l'intégrale de x0 à +∞, et par suite
l'intégrale de 1 à +∞, diverge.

C'est exactement la dé�nition d'une loi à queue lourde, donc la loi dé�nie par f est à queue
lourde.

(c) i. On sait que Z(Ω) = R, donc on obtient X(Ω) = eZ(Ω) =]0; +∞[, et la fonction de ré-
partition de X est nulle pour tout x 6 0. Pour tout x > 0, on a par stricte croissance de
ln :

(X 6 x) = (eZ 6 x) = (Z 6 lnx)

11



donc
FX(x) = P (Z 6 lnx) = FZ(lnx) = Φ(lnx).

La fonction de répartition de X est de classe C1 donc continue sur R sauf peut-être en 0,
car les deux expressions sont de classe C1 (avec Φ de classe C1 car sa dérivée ϕ est continue
sur R). Etudions la continuité en 0 :

lim
x→0−

FX(x) = lim
x→0−

0 = 0 et lim
x→0+

FX(x) = lim
x→0+

Φ(lnx) = lim
y→−∞

Φ(y) = 0

car Φ est une fonction de répartition, et FX(0) = 0, donc FX est bien continue en 0 et donc
sur R, X est une variable à densité.

On obtient une densité de X en dérivant FX sauf en 0, valeur arbitraire, cette densité est
nulle sur R− et pour tout x > 0,

f(x) =
1

x
Φ′(lnx) =

1

x
ϕ(lnx) =

1

x
√

2π
e−

(ln x)2

2 .

ii. Par croissances comparées, on obtient immédiatement :

λx− 1

2
(lnx)2 − lnx = λx

(
1− (lnx)2

2λx
− lnx

λx

)
−−−−−→
x→+∞

+∞.

iii. On en déduit que

f(x)eλx =
1√
2π

e−
1
2 (ln x)

2+λx

eln x
=

1√
2π
e−

1
2 (ln x)

2+λx−ln x −−−−−→
x→+∞

+∞

et donc il existe x0 > 0 tel que pour tout x > 0, f(x)eλx > 1.

iv. Avec exactement la même justi�cation qu'à la question 11 b iii, le théorème de comparaison
assure la divergence de

∫ +∞
1

f(x)eλx pour tout λ > 0, et donc la loi deX est à queue lourde.

12. On déduit facilement de la deuxième égalité que :

F (x) = e−R(x)

et il reste à prouver que R(x) =
∫ x
0
r(y) dy.

Cette égalité suppose que R(x) est une primitive de r ; mais si c'est le cas, on pourra justement
calculer l'intégrale et conclure. On dérive donc R : elle est dérivable par composée de fonctions
dérivables, avec F dérivable car F l'est, et pour tout x > 0 :

R′(x) = −F
′
(x)

F (x)
= −−f(x)

F (x)
=
f(x)

F (x)
= r(x)

car F (x) = 1− F (x), et la dérivée de F est f . On en déduit que R est une primitive de r puis :∫ x

0

r(y) dy =
[
R(y)

]x
0

= R(x)−R(0) = R(x) + ln[F (0)] = R(x) + ln[1−F (0)] = R(x) + ln 1 = R(x)

car X a un support inclus dans R+, donc F (0) = P (X 6 0) = P (X < 0) = 0 (avec les deux
probabilités égales car X est à densité). On peut donc remplacer R(x) et on obtient :

F (x) = e−
∫ x
0
r(y) dy.

13. (a) D'après la question I5f, on obtient immédiatement l'existence de x0 et ε strictement positifs
tels que pour tout x > x0,

R(x)

x
> ε⇐⇒ R(x) = − ln[F (x)] > εx⇐⇒ ln[F (x)] 6 −εx⇐⇒ F (x) 6 e−εx.
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(b) On e�ectue une intégration par parties, en se rappelant que F
′
(x) = −f(x) : on pose

u = eλx et v = −F (x)

qui sont de classe c1 avec
u′ = λeλx et v′ = f(x)

et on obtient : ∫ A

0

eλxf(x) dx =
[
− F (x)eλx

]A
0

+ λ

∫ A

0

eλxF (x) dx.

et comme F (0) = 1− F (0) = 1 :∫ A

0

eλxf(x) dx = −F (A)eλA +F (0)e0 +λ

∫ A

0

eλxF (x) dx = 1−F (A)eλA +λ

∫ A

0

eλxF (x) dx.

(c) On va faire apparaitre une intégrale sur [x0;A] (en prenant A > x0, possible puisqu'on va le
faire tendre vers +∞) pour appliquer la question 13a :∫ A

0

eλxf(x) dx = 1− F (A)eλA + λ

∫ x0

0

eλxF (x) dx+

∫ A

x0

eλxF (x) dx

et en multipliant l'inégalité de 13a par l'exponentielle positive et en intégrant avec des bornes
dans l'ordre croissant :∫ A

x0

eλxF (x) dx 6
∫ A

x0

e(λ−ε)x =
1

λ− ε

[
e(λ−ε)x

]A
x0

6
1

λ− ε
[e(λ−ε)x − e(λ−ε)x0 ] −−−−−→

A→+∞
− 1

λ− ε
e(λ−ε)x0 .

L'intégrale est donc convergente puisque c'est une intégrale de fonction positive, et qu'elle est
majorée par une intégrale convergente. L'intégrale entre 0 et x0 est une constante donc converge,
tout comme 1. Il reste à traire le terme F (A)eλA. Là encore avec A > x0 on a :

0 6 F (A)eλA 6 e(λ−ε)x −−−−−→
x→+∞

0

car λ − ε < 0, donc le théorème d'encadrement assure la convergence de ce terme, et donc
l'intégrale

∫ +∞
0

eλxf(x) dx converge.

En�n on en déduit que
∫ +∞
0

f(x)eλx dx ne diverge pas pour tout λ > 0, et la loi de X n'est
pas à queue lourde.

14. (a) Puisque la loi de X n'est pas à queue lourde, il existe λ > 0 tel que :∫ +∞

0

f(x)eλx =

∫ 0

−∞
eλx × 0 dx+

∫ +∞

0

f(x)eλx dx =

∫ +∞

−∞
f(x) dx

est convergente, et absolument convergente car c'est l'intégrale d'une fonction positive. Le théo-
rème de transfert assure alors que la variable eλX admet une espérance (égale à cette intégrale).

(b) Par inégalité de Markov, avec eλX qui est une variable positive et l'exponentielle qui est stric-
tement croissante, on a :

F (x) = P (X > x) = P (λX > λx) = P (eλX > eλx) 6
E(eλX)

eλx
= ce−λx.

(c) On compose par ln strictement croissante et on multiplie par −1 :

ln[F (x)] 6 ln c− λx puis R(x) = − ln[F (x)] > λx− ln c

On divise par x > 0 et on obtient :

∀x > 0,
R(x)

x
> λ− ln c

x
.

Avec le minorant qui tend vers λ, la question 5g de la partie I assure que :

lim inf
x→+∞

R(x)

x
> λ > 0.
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15. (a) On fait tendre ε vers 0+, et avec la valeur absolue qui est positive, le théorème d'encadrement
donne : ∣∣∣∣F (x+ y)

F (x)
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣F (x+ y)− F (x)

F (x)

∣∣∣∣ −−−−−→x→+∞
0.

En�n on en déduit bien que :

F (x+ y)− F (x)

F (x)
−−−−−→
x→+∞

0.

(b) On transforme F en 1− F :

F (x+ y)− F (x)

F (x)
=

1− F (x+ y)− 1 + F (x)

F (x)
=
F (x)− F (x+ y)

F (x)
−−−−−→
x→+∞

0

puis en multipliant par −1 :
F (x+ y)− F (x)

F (x)
−−−−−→
x→+∞

0

(c) Comme y > 0, si X > x+ y, alors X > x+ y > x donc (X > x+ y) ⊂ (X > x) donc :

P[X>x](X > x+ y) =
P [(X > x) ∩ (X > x+ y)]

P (X > x)
=
P (X > x+ y)

P (X > x)
=
F (x+ y)

F (x)
.

On fait apparaître ce quotient dans la limite de la question 15a :

F (x+ y)− F (x)

F (x)
=
F (x+ y)

F (x)
− 1 −−−−−→

x→+∞
0.

En�n on obtient :

P[X>x](X > x+ y) =
F (x+ y)

F (x)
−−−−−→
x→+∞

1.

(d) On fait apparaitre F :

R(x+ 1)−R(x) = − ln[F (x+ 1)] + ln[F (x)] = ln

[
F (x)

F (x+ 1)

]
.

On remplace y par 1 dans la question 15a (valable pour y ∈ [0; 1]) et on obtient :

F (x+ 1)

F (x)
− 1 −−−−−→

x→+∞
0 donc

F (x+ 1)

F (x)
−−−−−→
x→+∞

1.

On passe à l'inverse puis on compose par ln :

F (x)

F (x+ 1)
−−−−−→
x→+∞

1 puis R(x+ 1)−R(x) = ln

[
F (x)

F (x+ 1)

]
−−−−−→
x→+∞

ln(1) = 0.

16. (a) i. On fait apparaitre l'expression de la dé�nition :

F (x+ y) > F (x)e−
λ
2 ⇐⇒ F (x+ y)

F (x)
> e−

λ
2 ⇐⇒ F (x+ y)

F (x)
− 1 > e−

λ
2 − 1.

Or la dé�nition dit que pour tout ε > 0, on a, à partir d'une certain A :

−ε 6 F (x+ y)

F (x)
− 1 6 ε.

Il faut donc poser ε = 1 − e−λ2 qui doit être strictement positif : c'est bien le cas puisque
l'exponentielle est prise en un nombre strictement négatif, elle est strictement inférieure à
1. On obtient alors l'inégalité équivalente à celle cherchée, et donc l'inégalité cherchée pour
tout x > A > 0, que l'on renomme x0.
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ii. On itère la relation précédente appliquée en y = 1 :

F (x0 + n) = F (x0 + n− 1 + 1) > F (x0 + n− 1)e−
λ
2 > F (x0 + n− 2)e−

λ
2 e−

λ
2

et en itérant n fois :

F (x0 + n) > F (x0)e−
λ
2 . . . e−

λ
2 = F (x0)e−

λ
2−···−

λ
2 = F (x0)e−λ

n
2 .

Remarque : on peut remplacer l'itération de la relation de récurrence par une preuve par
récurrence.

iii. On en déduit en multipliant par un nombre positif que pour tout n > 0,

eλ(x0+n)F (x0 + n) > F (x0)e−λ
n
2 +λx0+λn = F (x0)eλ

n
2 +λx0 .

Il faut ici supposer que F (x0) est strictement positif (ce qui suppose que x0 est intérieur au
support de la loi de X, et n'est toujours possible que si F est toujours strictement positive,
notamment lorsqu'elle est strictement décroissante avec une densité strictement positive
sur R+).

Le terme de droite de l'inégalité tend alors vers +∞, et par minoration on obtient :

lim
n→+∞

eλ(x0+n)F (x0 + n) = +∞.

(b) Si cette fonction était bornée, elle serait majorée par un certain M , et on aurait pour tout
n ∈ N :

eλ(x0+n)F (x0 + n) 6M

donc elle ne pourrait pas tendre vers +∞ : c'est absurde, et la fonction n'est donc pas bornée
sur R+.

(c) On suppose que cette limite inférieure est strictement positive, alors la question 13a donne : il
existe x > x0 et ε > 0 tels que :

∀x > x0, F (x) 6 e−εx donc F (x)eεx 6 1.

De plus cette fonction est continue sur le segment [0;x0] donc elle y est bornée, et donc la
fonction x 7→ F (x)eεx est bornée.

Comme ε > 0, ceci est absurde puisque cela met en défaut la question 16b pour λ = ε, c'est
absurde. On en déduit donc que :

lim inf
x→+∞

R(x)

x
= 0.

(d) La question 13 assure alors que la loi de F est à queue lourde, donc on a bien prouvé que toute
loi à queue longue est à queue lourde.
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