
Correction DM ESSEC no 2

Exercice : introduction au calcul matriciel
On remarque, en écrivant la matrice A que t(A) est la somme des ses coe�cients diagonaux.

1. t(In) = n

2. Soient A et B ∈ Mn(R) et soit λ ∈ R,

t(λA + B) =
n∑
i=1

(λA + B)i,i =
n∑
i=1

(λai,i, + bi,i) = λ
n∑
i=1

ai,i +
n∑
i=1

bi,i (par linéarité de la somme) =

λt(A) + t(B).
donc t est linéaire .

3. On remarque que Im t ⊂ R donc dim(Im t) = 0 ou dim(Im t) = 1. Or n ∈ Im t donc Im t 6= {0} donc
dim(Im t) = 1 et comme Im t ⊂ R alors Im t = R.
Une base de Im t est le nombre 1.

4. Par théorème du rang dim(ker t) = dim(Mn(R))− dim(Im t) = n2 − 1.

On résout l'équation t(A) = 0⇔
n∑
i=1

ai,i = 0⇔ an,n = −
n−1∑
i=1

ai,i.

ker t = {(ai,j) | an,n = −
n−1∑
i=1

ai,i} = V ect((M1,M2, ...,Mn−1) ∪ (Ei,j)16i6n,16j6n,i 6=j)

Où ∀i ∈ J1;n− 1K, Mi est la matrice diagonale ayant un 1 sur le i-ième coe�cient de la diagonale et
un −1 sur son dernier coe�cient, et nulle ailleurs, et pour tout i 6= j, Ei,j est la matrice nulle sauf
le coe�cient de la i-ième ligne et de la j-ième colonne qui vaut 1.
La famille obtenue est une famille de n − 1 + n2 − n = n2 − 1 vecteurs, génératrice d'un espace de
dimension n2 − 1 donc c'est une base de cet espace.

5. Soit A = (ai,j)16i6n,16j6n) ∈ Mn(R), on sait que tA est, par dé�nition, la matrice de Mn(R) telle
que ∀1 6 i 6 n, ∀1 6 j 6 n, (tA)i,j = aj,i.
Ainsi, un matrice et sa transposée ont mêmes coe�cients diagonaux donc :

t(tA) =

n∑
i=1

tAi,i =

n∑
i=1

ai,i = t(A)

6. t(AB) =
n∑
i=1

(AB)i,i =
n∑
i=1

n∑
k=1

ai,kbk,i =
n∑
i=1

n∑
k=1

bk,iai,k =
n∑
k=1

n∑
i=1

bk,iai,k (en échangeant les sommes : valide car indices non dépendants) =

n∑
k=1

(BA)k,k = t(BA).

7. Soient A et B deux matrices semblables alors il existe P inversible telle que B = PAP−1.
Ainsi, t(B) = t(PAP−1) = t((PA)P−1) = t(P−1(PA)) (d'après la propriété ci-dessus) = t(P−1PA) =
t(IA) = t(A).
Deux matrices semblables ont donc même trace.

8. A est diagonalisable donc elle est semblable à une matrice diagonale.
Plus exactement, si on rassemble une base de Eλ1

, une base de Eλ2
, ...,et une base de Eλp , la ma-

trice de l'application linéaire canoniquement associée à A dans cette nouvelle base adaptée est :

D =



λ1 0 0 ... .... 0
0 λ1 0 ... ... ... 0
... ... ... ... ... .. ....
0 ... 0 λ1 0 ... 0
0 ... ... 0 λ2 0 ...
... ... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... .. ....
... ... ... ... ... .. ....
... ... ... ... ... 0 λp


.
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Or deux matrices semablables ont même trace donc t(A) = t(D) = λ1 + λ1 + ...λ1︸ ︷︷ ︸
dim(Eλ1 )fois

+λ2 + λ2 + ...λ2︸ ︷︷ ︸
dim(Eλ2 )fois

+

...+ λp + λp + ...λp︸ ︷︷ ︸
dim(Eλp )fois

=
p∑
i=1

dim(Eλi)× λi.

Problème : Essec II 2009

I. Premier problème d'estimation

1. f est positive sur [0; θ] car x > 0 et θ > 0 et en dehors car 0 > 0 donc f est positive sur R.

f est continue sur [0; θ] (fonction polynôme), sur ]−∞; 0[ et sur ]θ; +∞[ car elle est constante, donc
f est continue sur R sauf éventuellement en 0 et en θ.

De plus ∫ +∞

−∞
fθ(t) dt =

∫ 0

−∞
0 dt+

k + 1

θk+1

∫ θ

0

tk dt+

∫ +∞

θ

0 dt

converge bien car il y a deux intégrales de la fonction nulle et une intégrale non généralisée. En�n :∫ +∞

−∞
fθ(t) dt = 0 +

k + 1

θk+1

[
xk+1

k + 1

]θ
0

+ 0 =
k + 1

θk+1
× θk+1

k + 1
= 1.

On en déduit que f est une densité de probabilité.

2. On considère l'intégrale :∫ +∞

−∞
tfθ(t) dt =

∫ 0

−∞
0 dt+

k + 1

θk+1

∫ θ

0

tk+1 dt+

∫ +∞

θ

0 dt

qui converge absolument car il y a deux intégrales de la fonction nulle et une intégrale non généralisée.
Donc X admet une espérance et :

E(X) =

∫ θ

0

k + 1

θk+1
xk+1 dx =

(k + 1)θk+2

(k + 2)θk+1
=
k + 1

k + 2
θ.

3. On résout l'équation (en utilisant la linéarité de l'espérance) :

b = 0⇐⇒ E(λ0X) = θ ⇐⇒ λ0
k + 1

k + 2
θ = θ ⇐⇒ λ0 =

k + 2

k + 1
.

4. On considère l'intégrale :∫ +∞

−∞
t2fθ(t) dt =

∫ 0

−∞
0 dt+

k + 1

θk+1

∫ θ

0

tk+2 dt+

∫ +∞

θ

0 dt

qui converge absolument car il y a deux intégrales de la fonction nulle et une intégrale non généralisée.
Donc X admet un moment d'ordre 2 et :

E(X2) =

∫ θ

0

k + 1

θk+1
xk+2 dx =

(k + 1)θk+3

(k + 3)θk+1
=
k + 1

k + 3
θ2.

D'où X admet une variance et avec la formule de Koenig-Huyghens :

V (X) =

(
k + 1

k + 3
− (k + 1)2

(k + 2)2

)
θ2 = (k + 1)θ2 × (k + 2)2 − (k + 1)(k + 3)

(k + 2)2(k + 3)
= (k + 1)θ2 × 1

(k + 2)2(k + 3)

=
k + 1

(k + 3)(k + 2)2
θ2.
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5. On fait apparaître la dé�nition de la variance :

R(T, θ) = E((T−θ)2) = E(([T−E(T )]+[E(T )−θ])2) = E([T−E(T )]2+[E(T )−θ]2+2[T−E(T )][E(T )−θ])

puis par linéarité de l'espérance (remarquons que E(T ) et θ sont des constantes) :

R(T, θ) = E([T − E(T )]2) + b2 + 2[E(T )− θ][E(T )− E(T )] = V (T ) + b2.

6. Avec les propriétés de la variance et en se rappelant que b(λ0X) = 0 :

R(λ0X, θ) = V (λ0X) + b2 = λ20V (X) + 02 =
(k + 2)2

(k + 1)2
× k + 1

(k + 3)(k + 2)2
θ2 =

θ2

(k + 1)(k + 3)
.

7. On calcule le risque quadratique :

R(λX, θ) = λ2V (X) + b2 = λ2
k + 1

(k + 3)(k + 2)2
θ2 +

(
λ
k + 1

k + 2
− 1

)2

θ2 = θ2Q(λ)

avec :

Q(λ) =
k + 1

(k + 3)(k + 2)2
λ2 +

(
λ
k + 1

k + 2
− 1

)2

= λ2
(

k + 1

(k + 3)(k + 2)2
+

(k + 1)2

(k + 2)2

)
− 2

k + 1

k + 2
λ+ 1

= λ2 × k + 1 + (k + 3)(k + 1)2

(k + 3)(k + 2)2
− 2

k + 1

k + 2
λ+ 1 = λ2 ×

(k + 1)
(
1 + k2 + 4k + 3

)
(k + 3)(k + 2)2

− 2
k + 1

k + 2
λ+ 1

=
k + 1

k + 3
λ2 − 2

k + 1

k + 2
λ+ 1.

8. On étudie les variations de Q qui est dérivable, et :

Q′(λ) =
2(k + 1)

k + 3
λ− 2

k + 1

k + 2

qui s'annule pour :

2(k + 1)

k + 3
λ− k + 1

k + 2
⇐⇒ λ =

2(k + 1)

k + 2
× k + 3

2(k + 1)
=
k + 3

k + 2
= λ∗.

ce qui donne le tableau :

λ

Q′(λ)

Q(λ)

−∞ λ∗ +∞

− 0 +

+∞ +∞

et Q admet bien un minimum global en λ∗ = k+3
k+2 .

9. On remarque le risque quadratique est minimisé en une valeur λ où le biais est non nul, et que le
meilleur estimateur n'est pas celui sans biais.

II. Second problème d'estimation

1. Yi suit une loi de Bernoulli de paramètre pi avec :

pi = P(Xi = 0) =
e−θθ0

0!
= e−θ.
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2.
n∑
i=1

Yi est une somme de n variables de Bernoulli de même paramètre et indépendantes, donc elle

suit la loi binomiale de paramètres n et e−θ, qui admet une espérance.

On en déduit par linéarité de l'espérance que Yn admet une espérance et :

E(Yn) =
1

n
E

(
n∑
i=1

Yi

)
=

1

n
× ne−θ = e−θ.

3. La loi binomiale admet une variance, par propriétés de la variance on en déduit que Yn admet
également une variance et :

V (Yn) =
1

n2
V

(
n∑
i=1

Yi

)
=

1

n2
× ne−θ(1− e−θ) =

e−θ(1− e−θ)
n

.

4. La somme de variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson suit une loi de Poisson,
donc Sk suit la loi de Poisson de paramètre kθ.

5. Par dé�nition de la probabilité conditionnelle,

ϕ(j) =
P((Sn = j) ∩ (X1 = 0))

P(Sn = j)
=

P

(
(X1 = 0) ∩ (

n∑
k=2

Xi = j)

)
P(Sn = j)

=

P(X1 = 0) P

(
n∑
k=2

Xi = j

)
P(Sn = j)

=
(j!)e−θ

e−nθ(nθ)j
× e−(n−1)θ((n− 1)θ)j

j!

car
n∑
k=2

Xi suit la loi de Poisson de paramètre (n − 1)θ et est indépendante de X1 par mutuelle

indépendance des Xi et lemme des coalitions.

On obtient donc

ϕ(j) =
e−θe−(n−1)θ

e−nθ
× j!

j!
× (n− 1)jθj

njθj
=

(
n− 1

n

)j
=

(
1− 1

n

)j
.

6. Sous réserve de convergence absolue, le théorème de transfert donne

E(ϕ(Sn)) =

+∞∑
j=0

ϕ(j)e−nθ
(nθ)j

j!
= e−nθ

+∞∑
j=0

(
n−1
n × (nθ)

)j
j!

.

On reconnaît une série exponentielle absolument convergente donc φ(Sn) admet une espérance et :

E(ϕ(Sn)) = e−nθ × e(n−1)θ = e−θ.

7. Sous réserve de convergence absolue, le théorème de transfert donne

E(ϕ(Sn)2) = e−nθ
+∞∑
j=0

[(
n−1
n

)2 × (nθ)
]j

j!
.

On reconnait une série exponentielle absolument convergente donc φ(Sn) admet un moment d'ordre
deux et une variance et :

E(ϕ(Sn)2) = e−nθe
(n−1)2

n θ = eθ
−n2+(n−1)2

n = e
1−2n
n θ.

Par suite
V (φ(Sn)) = e

1−2n
n θ − e−2θ = e−2θ

(
e
θ
n − 1

)
.
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8. (a) On pose f(t) = et sur [0; θ], de classe C1 sur ]0; θ[ et continue sur [0; θ].

De plus f ′(t) = et est croissante donc véri�e : pour tout t ∈ [0; θ],

e0 6 et 6 eθ ⇐⇒ 1 6 f ′(t) 6 eθ.

L'inégalité des accroissements �nis donne alors : pour tous x et t de [0; θ],

1(x− t) 6 f(x)− f(t) 6 eθ(x− t)

donc en posant x = θ et t = 0 on a :

θ 6 eθ − 1 6 θeθ ⇐⇒ 1 6
eθ − 1

θ
6 eθ.

(b) h est de classe C∞ et

h′(t) = eθ − 1− θetθ puis h′′(t) = −θ2etθ < 0 sur [0; 1]

donc h′ est strictement décroissante sur [0; 1].

Or d'après la question précédente,

h′(0) = eθ − 1− θ > 0 et h′(1) = eθ − 1− θeθ 6 0

Le théorème de la bijection assure que h′ s'annule en une unique valeur α ∈ [0; 1], et que

h′(t) > 0 sur [0;α[ , h′(α) = 0 et h′(t) < 0 sur ]α; 1]

donc h est strictement croissante sur [0;α] et strictement décroissante sur [α; 1].

(c) On remarque que :

e
θ
n − eθ

n
− n− 1

n
= −h

(
1

n

)
Or h(0) = 0 et h(1) = 0 donc h(t) > h(0) = 0 sur [0;α] et h(t) > h(1) = 0 sur [α; 1] donc
�nalement h(t) > 0 sur [0; 1].

On applique ce résultat à t = 1
n et on obtient :

h

(
1

n

)
=

1

n
eθ + 1− 1

n
− e θn > 0⇐⇒ e

θ
n 6

eθ

n
+
n− 1

n
.

(d) On calcule les deux risques quadratiques :

R(Yn, e
−θ) = V (Yn) + b2 = V (Yn) =

e−θ(1− e−θ)
n

d'une part, et d'autre part

R(ϕ(Sn), e−θ) = V (ϕ(Sn)) + b2 = V (ϕ(Sn)) = e−2θ
(
e

1
n θ − 1

)
.

On étudie en�n

R(ϕ(Sn), e−θ)−R(Yn, e
−θ) = e−2θ

(
e

1
n θ − 1 +

1− eθ

n

)
= e−2θ

(
e
θ
n − eθ

n
− n− 1

n

)
6 0

avec le résultat de la question c.

On en déduit que le meilleur estimateur de e−θ au sens du risque quadratique est ϕ(Sn).
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III. Information de Fisher

A. Cas discret

1. On calcule ln p(θ, k) et sa dérivée pour k = 0 et 1 :

ln p(θ, 1) = ln θ donc
∂

∂θ
ln p(θ, 1) =

1

θ
, ln p(θ, 0) = ln(1−θ) donc

∂

∂θ
ln p(θ, 0) = − 1

1− θ

et on obtient ensuite :

IX(θ) =
θ

θ2
+

1− θ
(1− θ)2

=
1

θ
+

1

1− θ
=

1− θ + θ

θ(1− θ)
=

1

θ(1− θ)
.

2. (a) Ici on a pour tout k ∈ J0;NK,

p(θ, k) =

(
N

k

)
θk(1− θ)N−k donc ln p(θ, k) = ln

((
N

k

))
+ k ln θ + (N − k) ln(1− θ).

On dérive par rapport à θ :

∂

∂θ
ln p(θ, k) =

k

θ
− N − k

1− θ
=
k − kθ −Nθ + kθ

θ(1− θ)
=

k −Nθ
θ(1− θ)

.

En�n

IX(θ) =

N∑
k=0

(
k −Nθ
θ(1− θ)

)2

×
(
N

k

)
θk(1− θ)N−k =

1

θ2(1− θ)2
N∑
k=0

(k −Nθ)2
(
N

k

)
θk(1− θ)N−k.

(b) En reconnaissant Nθ = E(X) on a

IX(θ) =
1

θ2(1− θ)2
N∑
k=0

(k − E(X))2 P(X = k) =
1

θ2(1− θ)2
E([X − E(X)]2)

par théorème de transfert.

En�n on reconnaît la dé�nition de la variance, et cela donne

IX(θ) =
V (X)

θ2(1− θ)2
=
Nθ(1− θ)
θ2(1− θ)2

=
N

θ(1− θ)
.

3. (a) Pour k ∈ N on a

p(θ, k) = P(X = k) = e−θ
θk

k!
donc ln p(θ, k) = −θ + k ln θ − ln(k!)

et on dérive :
∂

∂θ
ln p(θ, k) = −1 +

k

θ
.

D'où (
∂

∂θ
ln p(θ, k)

)2

p(θ, k) =

(
−1 +

k

θ

)2

e−θ
θk

k!
=

(
1 +

k2

θ2
− 2

k

θ

)
e−θ

θk

k!

= e−θ × θk

k!
− 2e−θ × θk−1

(k − 1)!
+ e−θ × kθk−2

(k − 1)!
.

On reconnaît la somme de trois séries exponentielles, toutes trois convergentes donc la série
converge.

Calculons les sommes de ces séries :

e−θ
+∞∑
k=0

θk

k!
= e−θeθ = 1 , −2e−θ

+∞∑
k=1

θk−1

(k − 1)!
= −2e−θeθ = −2,
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e−θ
+∞∑
k=1

kθk−2

(k − 1)!
= e−θ

+∞∑
k=0

(k − 1 + 1)θk−2

(k − 1)!
= e−θ

+∞∑
k=2

θk−2

(k − 2)!
+e−θ

+∞∑
k=1

θk−2

(k − 1)!
= e−θeθ+

e−θ

θ
eθ = 1+

1

θ
.

On en déduit �nalement que

IX(θ) = 1− 2 + 1 +
1

θ
=

1

θ
.

(b) C'est le théorème de transfert : l'absolue convergence de la série a été prouvée, on obtient

E

[(
∂

∂θ
ln p(θ,X)

)2
]

=

+∞∑
k=0

(
∂

∂θ
ln p(θ, k)

)2

P(X = k) =

+∞∑
k=0

(
∂

∂θ
ln p(θ, k)

)2

p(θ, k) = IX(θ).

B. Cas d'une variable gaussienne

1. On a

f(θ, x) =
1√
2π
e−

(x−θ)2
2 donc ln f(θ, x) = −1

2
(ln 2 + lnπ)− (x− θ)2

2

et en dérivant

∂

∂θ
ln[f(θ, x)] = x− θ et en�n

(
∂

∂θ
ln[f(θ, x)]

)2

= (x− θ)2.

D'où sous réserve de convergence,

IX(θ) =

∫ +∞

−∞
(x− θ)2f(θ, x) dx.

2. On reconnaît avec le théorème de transfert, avec E(X) = θ et toujours sous réserve de convergence,

IX(θ) = E((X − θ)2) = V (X).

Or on sait que X admet une variance (et même des moments de tous ordres) donc cette intégrale
converge absolument.

On en déduit que IX(θ) existe et que IX(θ) = V (X) = 1.

3. A nouveau le théorème de transfert : question identique à IA3b mais avec une variable à densité.

IV. Minoration du risque quadratique

A. Inégalité de Cramer-Rao

1. (X = k)k∈J0;NK est un système complet d'évènements donc

N∑
k=0

p(θ, k) =

N∑
k=0

P(X = k) = 1.

On dérive cette égalité par rapport à θ :

∂

∂θ

(
N∑
k=0

p(θ, k)

)
= 0

et la somme est �nie donc par linéarité de la dérivée :

N∑
k=0

(
∂

∂θ
p(θ, k)

)
= 0.
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2. Par dérivée de la composée, on remarque que :

∂

∂θ
ln(p(θ, k)) =

(
∂

∂θ
p(θ, k)

)
× 1

p(θ, k)

Par théorème de transfert (la convergence absolue est véri�ée puisque la somme est �nie), on obtient
alors :

E

[
∂

∂θ
ln(p(θ,X))

]
=

N∑
k=0

∂

∂θ
ln(p(θ, k))×p(θ, k) =

N∑
k=0

(
∂

∂θ
p(θ, k)

)
× 1

p(θ, k)
×p(θ, k) =

N∑
k=0

∂

∂θ
p(θ, k) = 0.

3. Comme on ne sait pas si on peut échanger dérivation et espérance, on revient à la somme :

N∑
k=0

∂

∂θ
ln(p(θ, k))× p(θ, k) = 0,

que l'on dérive par rapport à θ :

N∑
k=0

∂2

∂θ2
ln(p(θ, k))× p(θ, k) +

∂

∂θ
ln(p(θ, k))× ∂

∂θ
(θ, k) = 0

donc
N∑
k=0

∂2

∂θ2
ln(p(θ, k))× p(θ, k) = −

N∑
k=0

∂

∂θ
ln(p(θ, k))× ∂

∂θ
p(θ, k).

A gauche on reconnaît par théorème de transfert E
(
∂2

∂θ2 ln(p(θ,X))
)
.

A droite on part du résultat à obtenir et on transforme avec le théorème de transfert :

E

([
∂

∂θ
ln p(θ,X)

]2)
=

N∑
k=0

[
∂

∂θ
ln p(θ, k)

]2
× p(θ, k) =

N∑
k=0

∂

∂θ
ln p(θ, k)× ∂

∂θ
ln p(θ, k)× p(θ, k).

Or ∂
∂θ ln p(θ, k) = ∂

∂θ (p(θ, k))× 1
p(θ,k) donc :

E

([
∂

∂θ
ln p(θ,X)

]2)
=

N∑
k=0

∂

∂θ
ln p(θ, k)× ∂

∂θ
(p(θ, k))× 1

p(θ, k)
×p(θ, k) =

∂

∂θ
ln p(θ, k)× ∂

∂θ
(p(θ, k))

et on reconnaît bien l'expression de droite de l'égalité obtenue en dérivant.

On obtient �nalement :

E

(
∂2

∂θ2
ln(p(θ,X))

)
= −E

([
∂

∂θ
ln p(θ,X)

]2)
.

4. Par théorème de transfert,

g(θ) = E(f(X)) =

N∑
k=0

f(k)p(θ, k)

donc en dérivant :

g′(θ) =

N∑
k=0

f(k)
∂

∂θ
(p(θ, k)) .

Or on a déjà vu que ∂
∂θ ln p(θ, k) = ∂

∂θ (p(θ, k))× 1
p(θ,k) donc

∂

∂θ
(p(θ, k)) =

∂

∂θ
ln p(θ, k)× p(θ, k)

et en�n :

g′(θ) =

N∑
k=0

f(k)

[
∂

∂θ
ln p(θ, k)

]
× p(θ, k).
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Pour la deuxième égalité on part de la droite : par linéarité de l'espérance,

E

(
(f(X)− g(θ))

[
∂

∂θ
ln p(θ,X)

])
= E

(
f(X)

[
∂

∂θ
ln p(θ,X)

])
− g(θ)E

([
∂

∂θ
ln p(θ,X)

])
.

La première espérance vaut g′(θ) par la question précédente (avec une nouvelle fois le théorème de
transfert) et la 2e vaut 0 par la question IVA2.

On obtient �nalement

g′(θ) = E

(
(f(X)− g(θ))

[
∂

∂θ
ln p(θ,X)

])
.

5. (a) On développe, avec la linéarité de l'espérance :

L(t) = E

((
(f(X)− g(θ)) + t

∂

∂θ
ln(p(θ,X))

)2
)

= E

(
t2
(
∂

∂θ
ln(p(θ,X))

)2

+ 2t

(
(f(X)− g(θ))

∂

∂θ
ln(p(θ,X))

)
+ (f(X)− g(θ))

2

)

= t2E

((
∂

∂θ
ln(p(θ,X))

)2
)

+ 2tE

((
(f(X)− g(θ))

∂

∂θ
ln(p(θ,X))

))
+ E

(
(f(X)− g(θ))

2
)

= t2IX(θ) + 2tg′(θ) + E([f(X)− E(f(X))]2) = t2IX(θ) + 2tg′(θ) + V (f(X)).

car par dé�nition E(f(X)) = g(θ).

(b) On calcule immédiatement :

∆ = 4g′(θ)2 − 4IX(θ)V (f(X)).

Pour justi�er que ∆ 6 0, il faut prouver que le polynôme L(t) ne change pas de signe (avec le
signe du trinôme) :

En e�et si ∆ = 0, le trinôme change de signe entre ses deux racines, si ∆ = 0 il s'annule une
fois et reste de signe constant ailleurs, et si ∆ < 0 il ne s'annule jamais donc ne change pas de
signe.

Or on se rappelle que L(t) est l'espérance d'un carré, elle est donc toujours positive ou nulle,
et on a bien ∆ 6 0.

(c) On en déduit que

4
(
[g′(θ)]2 − IX(θ)V (f(X))

)
6 0⇐⇒ V (f(X))IX(θ) > [g′(θ)]2 ⇐⇒ V

(
f(X)

)
>

[g′(θ)]
2

IX(θ)
.

B. Extension du théorème de Cramer-Rao

1. Par linéarité de l'espérance, propriétés de la variance et indépendance des (Xi) on obtient :

E
(
Xn

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xi) =
1

n

n∑
i=1

θ = θ et V
(
Xn

)
=

1

n2

n∑
i=1

V (Xi) =
1

n2

n∑
i=1

θ =
θ

n
.

2. On estime dans cette question g(θ) = θ, donc g′(θ) = 1.

On a calculé précédemment :

IX1
(θ) =

1

θ
donc nIX1

(θ) =
n

θ
=

1

V (Xn)
et en�n

(g′(θ))2

nIX1(θ)
= V (Xn).

On en déduit par Cramer-Rao que pour tout estimateur Tn sans biais de θ,

V (Tn) > V (Xn)

et donc Xn a le plus petit risque quadratique possible parmi les estimateurs sans biais de θ.
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3. On estime cette fois g(θ) = e−θ donc :

g′(θ) = −e−θ puis (g′(θ))2 = e−2θ et
(g′(θ))2

nIX1(θ)
= e−2θ × θ

n
.

D'autre part on a

V (ϕ(Sn)) = e−2θ
(
e
θ
n − 1

)
∼
+∞

e−2θ × θ

n

car θ
n −−−−−→n→+∞

0 et on utilise l'équivalent ex − 1 ∼
0
x.

4. A la limite, ϕ(Sn) est optimal parmi les estimateurs sans biais de e−θ.

5. Non, on a vu à la partie 1 que le meilleur estimateur en terme de risque quadratique n'est pas
forcément sans biais ; il faudrait donc faire une étude générale avec les estimateurs biaisés.
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