Correction DM ESSEC n° 3

Exercice :Essec 1 2004
1. 1l faut connaitre (et surtout comprendre) les propriétés suivantes sur les degrés des polynomes :
- |deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)) et si deg(p) # deg(Q) alors deg(P + Q) = max(deg(P), deg(Q)) \

— | deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

~ | deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q) |
Ici, on remarque que P(aX+1—a) est de la forme PoQ ou Q(X) = aX+1—a doncdeg (P(aX +1—a)) =
deg(P) x deg(Q) = deg(P) x 1 = deg(P).

2. Soient (P, Q) € Ry[X] et A € R,

fsOP+Q)= AP+ Q)(aX +1—a)=AP(@aX +1—a)+Q(aX +1—a)=Ao(P)+ f.(Q)

fa est donc bien linéaire .

De plus, 'équation f,(P) = 0 admet pour unique solution P = 0 . En effet, deg(P) = deg(f.(P))
d’apres la question 1., donc deg(P) = deg(0) = —oo donc P = 0.
On a donc ker f, = {0} i.e. f, est un endomorphisme de Ry [X] injectif donc bijectif.

3. (a) VP € Ry[X], foo fa(P) = fo(P(aX+1—a))=Pa(bX+1-b)+1—a) = P(abX +1—ab) =
fap(P).
AinSiv fb Ofa = fab

(b) On remarque que VP € Ry[X], fi(P) =P ie. f; =1d.
Vérifions alors s’il n’existe pas une fonction g de la forme f, (avec b inconnu réel) tel que
faog:gofazld:fl-
D’aprés la question précédente, on obtient ’équation f,; = fi.

1l suffit donc de trouver b tel que ab=11i.e. b= —.
a

ainsi, f;l = f1l

(c) Montrons par récurrence sur n € N, la propriété "(f,)" = fon".
e initialisation : f,0 = f; = Id d’aprés la question précédente, donc on a bien : fyo = (f,)°.
e Hérédité : supposons qu'’il existe un entier n € N tel que (f,)" = fan .

Alors (fa)n+1:( )nofa:fa“ofa: farxa = fan+1.
(H.R.) (d’apres 3.(a))

4. (a) eOna fo(1) =1, fu(X)=aX+1—a, fo(X?) = (aX+1-a)’ = a2X2+2a(r1—a)X+(1—a)2

et fo(X3) = (aX +1—-a)®=a’X>+3a*(1 —a)X?+3a(l —a)’X + (1 —a)*.
ainsi,

1 1-a (1-a)? (1-a)?
M — 0 a 2a(l—a) 3a(l—a)?
““ 1o o a® 3a*(1 — a)
0 0 0 a®

e La j + 1—iéme colonne de M, contient les coordonnées de fa(Xj) dans la base canonique.

On fo(X) = (aX+1-a) = ; (Z) al(l—a)y ' X!

(formule du bindéme)

La (i + 1)—iéme ligne de M, contient donc le coefficient (‘7>ai(1 —a)i
i

(b) On sait d’aprés la question 3.(c) que pour tout n € N, (f,)" = fan. Donc Matp, ((fo)") =
Matp, (fon) ie. (My)" = Mgn.



5.

Montrons maintenant que pour tout n € N, (M,)" est inversible d’inverse (M,)™" = My-» :

(Ma)" X My—n = Man X My = Mynyqn =M =1
(d’apres 3.(a))

Ainsi, on a bien (M,)" inversible et (M,)™" = M,-n.
La formule est aussi vraie pour les entiers négatifs.

La matrice M, de f, dans la base canonique est triangulaire donc ses valeurs propres sont ses coef-

ficients diagonaux i.e. Vi € [0, N], <z> a'(l—a)~" =a'.

fa(X =DF)=(@X +1—-a—-1)"=(a(X —1)* =X - 1)".

On remarque que pour tout k € [0, N], Px(X) = (X — 1)¥ est un vecteur propre associé a la valeur
k

propre a”.

Or la famille 7 = (P, Py, ..., Px) est libre car c’est une famille de polynomes de degrés échelonnés

et card(F) = N + 1 = dimRy[X] donc F est une base de Ry[X].

Conclusion : On a trouvé une base de Ry[X] constituée de vecteurs propres de f, donc f, est

diagonalisable (en particulier, sa matrice dans la base F est diagonale).

Probléme : Essec II 2017

I Indice de Gini

1.

(a) La définition d’une fonction convexe sur J signifie que sur tout segment [¢y, t3] de J, 'image de
tout point du segment [t1, 3] est en dessous de la corde passant par les points (¢1, f(t1)) et

(ta, f(t2)).

(b) Lorsque f est une fonction de classe C* sur [0, 1], f est convexe sur [0, 1] si et seulement si sa
dérivée est croissante sur [0, 1].

(a) D’aprés l’énoncé,f est concave si —f : t — f(t) — t est convexe.
Montrons que — f est convexe :
V(tl,tg) € [Oa 1]27 VA e [Oa 1]7)
—f(At 4 (1= Nio) = PO+ (1= Mt2) = (At + (1= A)tz)
; § Af(t) + (1= A f(t2) — Atr — (1= A)ta
t1) + (1= A)(f(t2) — t2)

= A(f () =
- A (=F) + (=2 (<)
Alinsi, —f est bien convexe i.e. f est, concave.

(b) Toutes les fonctions intervenant dans le calcul sont continues sur le segment [0,1] donc y
admettent une intégrale; et par linéarité de l'intégration sur [0,1] :

If):2(/01tdt—/01f(t)dt) :2<[t;];—/01f(t)dt> :1—2/01f(t)dt

. Ainsiy, I(f) =

1
1
(¢) On remarque dans le calcul précédent que / tdt = 5 = 2
0

v fy = f)dt
2Au L

bissectrice dans l’aire entre 1’axe des abscisses et la premiére bissectrice sur le segment [0, 1].

T Tt

est la proportion de l’aire entre la courbe de f et la premiére
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3. Un premier exemple.
Soit f: [0,1] — R telle que f(t) = t* pour tout t € [0,1].
(a) — Vt €[0,1], t* € [0,1] donc f est bien définie sur [0,1], & valeurs dans [0, 1] et en particulier
f(O)=0"=0cet f(1)=1>=1.
— f est de classe C? sur [0, 1] comme fonction polynémiale. En particulier, elle est bien continue
et de classe C* et f”(t) =2 > 0 donc f’ est croissante. f est bien convexe.
f est bien un élément de F

1
(b) I(f):1—2/01t2dt:1—2[t;]ozl_2:1_

4. Propriétés de I'indice de Gini.
(a) Montrons que f > 0 sur [0,1] :
Comme ’énoncé donne les valeurs de f(0) et f(1), V¢ € [0, 1], appliquons I'inégalité de convexité
avect; =1,ta =0et A=t :

FE1+(1—).0) SEF) + (1 —1).f(0) e ft) <t < t—f(t)>0

1
Ainsi, V¢ € [0,1] f(t) > 0 et par croissance des bornes, / f(®)dt =0 donc I(f) > 0.
0

1
(b) I(f) =0 <~ / ft)dt =0 < VYt €[0,1], f(t) =0 car f est continue et positive sur [0, 1].

0
Ainsi, I(f) =0 < Vt€[0,1], f(¢t) =t.
1
(¢) Pour tout f élément de E, f est continue et positive et f # 0 (car f(1) = 1) donc / f(®)dt > 0.
0

1
Ainsi, I(f) =1— 2/ F(t)dt < 1.
0

(d) Pour tout entier n > 0, on définit f,, sur [0,1] par f,(t) =¢".
1 tn+1 1 2
i.I(fn):1—2/ t”dtzl—?{ } =1- .
0 0 n—+ 1
ii. — Méthode 1 : La question précédente donne lirf I(f,) = 1. Donc, par définition de la
n—-—+0oo

n+1

limite, en posant ¢ = 1 — A > 0, il existe N € N, tel que pour tout entier n > N,
1—e < I(fn) <1+e¢. Ainsi, en particulier, pour tout n > N, I(f,) >1—¢ = A.
Donc f = fy convient.

— Méthode 2 : Cherchons les entiers n € N* tels que I(f,) > A :

2 2 n+1
I(fn A= l1l-—>A <— —<1-A ot
(Fn) > nil il s 2 T 1-4

,car1—-A>0



[
-1l <= nz|—F]|.

2
< >
’ "1ZA

1-A
2
En posant N = LAJ, alors f = fy convient.

5. Minoration de I’indice de Gini

(a) f € E donc f est continue sur [0,1] et ¢ > ¢ est continue sur [0,1] donc f est continue sur le
segment [0, 1]. Or toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes. De
plus, f(0)=0—f(0)=0, f(1) =1— f(1) =0et f(t) > 0 sur |0, 1] donc il existe ¢, dans ]0,1[
tel que f(to) = tgl[gﬁf (t)-

t t t
(b) On remarque que t = —.tp = e do+ (11— t—) .0 . Ainsi, en appliquant I'inégalité de concavité

to (% 0
a f avec t; = to, t2:0et)\:t—€ [0,1] car t € [0, o], on a :
0
~ ~(t t t ~ t ~ t =«
Fy=F (ot (1= )0) > o)+ (0= ). f0) = fofe)
0 0 0 N~
=0—£(0)=0
—1 t—1 t—1 t—1 t—1
O t = tp—1 1= 2o — 1= R 1-— .
(¢) On remarque que to—l(o )+ P t0—1+ 1 o+ -
~ t—1
Ainsi, en appliquant I'inégalité de concavité a f avec t; = tg, to = 1 et A = ; T € [0,1] car
0 —
t—1
t € [to, 1] doncto—l<t—1<0d0ncenmu1tipliantpart 1 <0,ona:1>t 1 >0;ona
0— 0—
~ ~(t—1 t—1 — ~ t—1 ~ t—1 -
t) = R 1-— 1 1——). 1 = ——f(t
fo=F (= a- 220) > S v a- S0 fy = )
—1-f(1)=0
(d) Ainsi,
1 to L.
() =2 / Ft)dt _ 2 / fityae+2 [y
0 Chasles 0
to 5
= 2/ *ftodt+2/7f(t0)
d’aprés les questions précédentes 0

to o
= 2.f(t0)/0 —dt+2ft0 / udt

~ 2 to r3 7 ’ 1
] 2 [2] 2o [T [
- f(tO)*_Qf( )2 2_
- f(to)

IT Application & une population
6. (a) — Pour tout ¢ € [1,n], p; = % > 0 car d’aprés ’énoncé, on a n; > z; € N* donc n; > 0, et

doncN:Zni>0.
1 1

*;pi: -— Nz:: 7N—1
(Pi)1<ign

Ainis, la famllle pP= définit bien une loi de probabilité.

On prouve par un raisonnement similaire que la famille @ = (¢;)i<i<n €6 R = (ri)i<i<n
définissent, des lois de probabilité.
(b) Pour tout i € [1,n — 1], d’aprés 1’énoncé, on sait que &; < ;41 <= — < AL UNPEEGS (N
% Nit+1 Y23

N x; < Nzip1  gin

Xn; > Xnig1 D



0o tout 1 B - (1—g).
(¢) On remarque que pour tout i € [1,n], Y Y (1—¢)

Y
. N

Or, pour tout 7 € [[1,n—1], d’aprés I'énoncé, e; < g;41 <= 1—¢; 2 1—¢;41 < ?(1—51‘) >

N e

*(1 —81‘4_1) < l > Ll

Y bt Pi+1

pi — €q; ng _ X Zi n;—x;

d) Pour ¢ appartenant a [1,n], = = N N X _ = N_
( ) PP [[ ’ ]]7 1—¢ 1— % réductions au méme dénominateur %

ni—x; N N —%i Y

. = =2

N N-X N-X Y !

7. Dans un premier temps, nous allons construire une application appartenant & E, qui permet de
mesurer les inégalités a 'intérieur de la classe I.

On pose Py = Qo =0, et pour i € [1,n], P, = th et Q; = Z qr- On définit alors I’application ¢
h=1 h=1

de [0,1] dans [0, 1] telle que, pour tout entier i € [0,n], ¢(P;) = Q; et pour tout entier i € [0,n— 1],

v est affine sur le segment [P;, P;11].

(a) D’aprés I’énoncé, on a :

1 1 11
— = — = — P = = —.— .
D1 26’6 Q1 3dOHC( 1L, Q1) = (p1,q1) 53
= Lot e = ¢ done (P, @) = (01 4o +a0) = (317
p2—4e (J2—6 onc (r2,&2) = (p1+pP2,91 +q2) = 1'9)
1 1
“ps=getas=g donc (P3,Q3) = (p1 +p2 +p3,q1 + q2 + ¢3) = (1,1).

On place les points de coordonnées (P;, Q;)o<ics €t on les relie par des segment, on obtient :
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(b) La pente de la droite passant par les points de coordonnées (P;_1,Q;—1) et (P;, Q;) est u; =
i i1
Q= Qi1 _ Zh:l n — Z}.Lfll h _ % Lour i appartenant a [1,n].
P, — P, S he1Dh — 2on_1Pn P
(c) D’apres la question précédente, ¢ est de pente ;1 donc il existe b € R tel que ¢(t) = u;11t+0.
Trouvons la valeur de b :
On sait que ¢(P;) = Q; <= uip1Pi+b=0Q; <= b=0Q; —ui 1 P; .
Ainsi, o(t) = uip1(t — P;) + Q;
(d) — On admet que, la suite (u;)1<i<n des pentes de ¢ étant croissante (d’aprés 10.(b)), ¢ est une
fonctions convexe.
— Pour tout i € [0,1n — 1], ¢ est continue sur le segment [P;, P;11] en tant que fonction affine
donc ¢ est continue sur [0, 1].




- ¢(0) = p(Py) = Qo =0 et (1) = p(P,) = Q, = 1. de plus, p est continue et croissante sur
[0,1] (car pour tout i € [0,1n — 1], ¢'(t) = w41 < 0 sur |P;, Pigq| ).
 appartient bien & E.

(e) Pour ¢ € [0,n — 1],

Pit1 Pit1 P2 Py
/ W(t)dtz/ ' w1 (t — P;) + Qidt = |:ui+1(tm+Qit:|

P; P; 2

P;
- ui“%‘*‘@( Py — P)
— Qi‘i’l QZ( +1 — P)
- Pn— B 2 +Qi(Pip1 — 1)
= (Py1—P) (QZH? Qi Qi)
= (P — P) <Qz+12+ Qi )
(f)
1 P,
I(@) d’apr; 2.(b) 1= 2/0 (P(t)dt = -2 /Po @(t)dt
Py Ps P,
Cha_sles 1-2 </Po @(t)dt + /Pl @(t)dt + ...+ /pn_l L)O(t)dt>
n—1 P
= 1-2 d
; [ et

_ 1_22 1 — (Qz+12+ Qz) '

8. Nous allons maintenant étudier ’application correspondante pour la classe II. On pose Py = Ry =0

et pour i € [L,n] , P, = th et R = Zrh De méme, on définit pour ¢ élément de [0, n],
h=1

II; =1 - P,—;. On consideére lapphcatlon ’(/J de [0,1] dans [0, 1] telle que pour tout i € [0,n],

¥(P;) = R; et pour tout entier ¢ € [0,n — 1], v est affine sur le segment [P;, P;11].

(a) La pente de la droite passant par les points de coordonnées (P;_1, R;—1) et (P;, R;) est v; =

Ri— Ry 1y )
———— = — pour i € [1,n].
P—-PF_ Di [[ H

(b) On considére I’application 1™ définie pour tout ¢ € [0, 1], par ¥*(¢t) = 1 — (1 — ¢).

i. D’apreés I’énoncé, on a:

] 1 2
“p=getn=g donc (P1, Ry) = (p1,71) = (2’3)

| 1 3 5
,pzzzet r2:6d0nc (PQ’R2>:(pl+p2’T1+T2): (476).

1 1
— 3= ety = cdone (P, Q) = (p1+p2+p3,r+r2trs) = (L)

Pour tracer 1, on place les points de coordonnées (P;, R;)o<ig3 et on les relie par des seg-
ment.

De plus, pour tout i € [0,n— 1], ¢ est affine sur [P;, P;y1] et vaut ¥ (t) = v;11(t — P;) + Ry,
donc ¢* est affinesur {t € [0,1] | P, <1—-t< Py} ={t€[0,1]]|1-Py1 <t<1-PF} =
[1 — Pi+1; 1-— Pz] = [anifla ; anz] car elle vaut w*(t) =1- 1]7;+1(1 —t— PZ) + Rz

En posant le changement d’indice j = n — i, ¥ est donc affine sur les segment [II;_q;II;],
pour tout j € [1,n]. De plus,
~Ilp=1-P3=0et ¢*(Ilg) =1 — (1 —Ip) =1 —4(P3) =1 — R3 = 0.

*lel—szietw*(Hl):l—’(/)(l—Hl):1—’(!1(P2):1—R2

- H2:1—P1:%et’l/J*(HQ):1—1/}(1—H2):1—1/}(P1)_1—R1

w\Hcm»—‘



9.

STy =1-Py=let¢*(I3) =1— (1 —I3)=1—(P) =1— Ry = 1.
Pour tracer 1", on place les points de coordonnées (II;,9*(I1;))o<ig3 et on les relie par des

segment.
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ii. On admet que v étant continue et 1
10.(c)), la fonction v est concave.
Montrons alors que ©* est convexe :
V(t1,t2) € J2, YA €[0,1],

P (At + (1 — Nio)

T T
0.8 1

a suite (v;) de ses pentes étant décroissante (d’aprés

L= (1= (Mg + (1= N)t2))
— P (A +H1=X = At — (1 = N)ta))
-\ + — Aty )

1-— Y (A1 —t1)+ )

2A)(1=t1)+(1-A)Pp(1—t2)

car 1) est concave

< 1= (WA —t1)+ (1 =Nyl —t2))
= A+ =2(1 —t1)
= Ml—-9(1-t))+
iii. cf question 12.(b)i.
iv. On a pour toutie[[O,n]],w*(H)—l— (1-1L) = V(Py—1) =1— Ry,_;.
— Ry — ( z (i— 1)) RnfiJrl - Ry
La pente de v* sur [IT;_1, IL;] est donc =
[ ’ Z] I; — II; 4 1_Pn—z_(1_Pn7(i71))
RnfiJrl - Rnfi _ Tn—i+1 — v
= = Un—it1
Pi_iv1— Po; Pn—i+1 no
(a) Si ¢ =™ alors elle ont mémes pentes donc , pour tout i € [1,n], u; = vp—it1-
Or,
e Ton g
2 n; X 7
- — = = - = — = U; .
€ % ¥ b '
Tn—i Nn—it1—Tn—i Yn—i n—i
_ 1 —En—i-',-l _ 1- nn—iii _ ’rj::qu = _ nn—’iii _ y)/iﬂ _ Tn—i+1 - -
1-¢ 1-% e X B pain
Ainsi, par égalité des pentes,
& 1 En—i+1l
== 1
€ 1—¢ (1)



(b)

On applique I'égalité (1) en posant le changement de variable j = n —i+1 € [1,n] (et en le
renommant ¢) , on obtient

En—itl _ 11—€z‘ @)
5 —€
Sommons les égalités (1) et (2) :
€it+en—it1 _ 2— (ei +En—it1) € + En—it1 L& ten—it1 2
€ 1—¢ € 1—¢ 1—¢
&+ €n—i 2
— U et = gt En iy =2¢
réduction au méme dénom. E(l — E) 1—c¢
€ En—it1 _ 1
Nous avons montré aux 2 questions précédentes € 1—¢  1-—¢
€ tep—it1 = 2¢

En effectuant le pivot Lg + (1 —€)L; — Lo, on obtient :

gi(l —2e) =¢(1 — 2¢)

1
On suppose que € # 3 alors 1 — 2e # 0. On divise I’égalité précédente par 1 — 2¢, on obtient :

pour tout ¢ appartenant a [1,n], e; = €.

Si p est égale a son adjointe, alors le pourcentage de femmes (ou plus généralement de personnes
de classe I.) est le méme dans toutes les catégories socio-professionnelles. Il n’y a donc aucune
inégalité sociale entre les femmes (personnes de classe 1.) et les hommes (personnes de classe
IL.) .



