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Essec 11 2011 - Correction

Partie 1 - Description et premiers résultats

1. Par télescopage,

D A=Ti+Y) (Ti-Te)=T1+Ti-T1 =T,
k=1 k=2

A; représente le temps d’attente pour la i-éme remontée de la carte Cy a partir de la (i — 1)-éme.

2. Loi de A;.
(A > n) signifie qu’aucune insertion ne s’est faite en N¢™¢ position durant les n premiéres insertions.
ieme

En notant I,,, la position de la m insertion on a donc

(Ay >n) = ﬁ([mgN—l)

et par indépendance et équiprobabilité des insertions

n

P(A1>n)=HP(Im<N_1):HN]\;1:<NJ\;1>

m=1 m=1

qui se généralise & n =0 car (%)0 =1=P(A; >0).

Ensuite on a A1(Q2) = [1; +oc[ donc on sait que la variable A est discréte donc on peut écrire, avec
une réunion incompatible :

(Ar>n—1)=(Ay=n)U(A; >n) donc P((Ay>n—1)=P(A;=n)+P(A; >n)
et enfin :
o= () O - ()00 -4 0-)

donc A; — G (%)

3. Soit ¢ € [[2, N —1]]. Loi de A,

(a) Pour n = 0, le résultat est évident car P(A; > 0) =1 = (N]\?i)o.

Pour tout n > 1, A; > n signifie que les n premiéres insertions depuis la (i — 1)-éme remontée
(qui a amené Cy a la position N — i 4 1) n’ont pas fait remonter C. Cela signifie que ces n
insertions se sont faites & des positions inférieures ou égales a la (N — i)-éme position, c’est-a-

dire :
n

(A;>n)= ) (Im <N —i)

m=1
et par indépendance et équiprobabilité des insertions on obtient :

P(A; > n) = NA;Z:<NN_Z> .

m=1
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De méme que précédemment, on obtient alors A;(Q) = [1; +oo[ puis :

P(Aj=n) = P(Ai>n—1)-P(A;>n)= (NN_i)nl - <sz_i)n N (sz_i)nl (1 - va_i>

I
2 -~
7 N\
—
|
2|~
N———
3
L

donc A; — G (ﬁ)

(b) On en déduit que pour tout i, A; admet une espérance et une variance, qui vaut :

E(A) =2 et vmi):l_f:g(f\“i):w'
i (%) ¢ '

4. Loi de T5. Soit n > 2.-

(a) Avec le systéme complet d’événements (A; = k)ren+, les probabilités totales donnent :

+o0 too I
P(Ty=n) =3 PI(A1 = k)N (T =) =3 P (A = K1 (k+ Ay = )] = 3 P[(Ar = k)11 (Ag =0 — )]
k=1 k=1 k=1

Or pour k 2 n, n—k < 0 donc (A = n — k) est impossible. Par indépendance de Ay et Ay on
obtient alors :

n—1 +oo n—1
P(Ty=n)=» P(A1=k)PAy=n—k)+» 0= P(A =k)P(Ay=n—k).
k=1 k=n k=1
(b) On reconnait la somme finie des termes d’une suite géométrique de raison }:%% #1,on
obtient :
n—1 n—1
e _ (1-1/N _ (1-1/N
Zl(l_l/N>k B (1—1/N> 1 (172/N) _a 1/N)1 (172/N)
— - — 1-1/N T _2 _ L
= \1 2/N 1-2/N 1fﬁ 1-5-1+%

1 1-1/N\""
N(1-=)|(—L= —1
(-SG5
(le dénominateur valait —*).

(c) On reprend la formule de 4)a) :

O > [N [ AU U (= )
GO NGOl DR
R GO CORSCON)

5. De maniére certaine, la carte Cy se retrouve en position N — 1 & l'instant 7} donc l’insertion se fait
A la position N.

Par équiprobabilité des positions possible pour chaque insertion, I'insertion de 'instant 75 se fait de
maniére équiprobable entre les positions NV — 1 et N, donc avec une probabilité % & chaque fois.

Les deux événements cherchés signifient que l'insertion & T se fait en position N puis celle & T5
en position N (resp. en position N puis en position N — 1) de probabilité (par indépendance des
insertions) :

1x-=-.
2 2
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6. (a) a; peut prendre les valeurs N —2, N —1 et N pour tout ¢, mais pas en méme temps! Il y a donc
3! = 6 résultats possibles : a1 peut prendre 3 valeurs, puis as les deux restantes et ag forcément
la derniére restante.

(b) Quelques exemples. a U'instant T3 :
i. (a1,a92,a3) = (N —2,N — 1, N) signifie que les trois insertions ont été faites en position NV,
et sa probabilité est par indépendance des insertions et équiprobabilité entre les positions
sous C'ny & chaque fois :

1 1 1
Ix -x-=-.
2 3 6

ii. (a1,a2,a3) = (N — 2, N, N — 1) signifie que la premiére insertion se fait & IV, la seconde
4 N et la troisitme & N — 1, et sa probabilité est par indépendance des insertions et
équiprobabilité entre les positions sous C'y & chaque fois :

1 1 1
I X =X =-=-—.
2 3 6

7. « A partir de 'instant T', toutes les configurations du jeu de cartes sont équiprobables »

A chaque instant T; (i < N) la carte insérée en dessous de Cy ’est équiprobablement sur chacune
des positions [N —i+1, N] et on a alors (par récurrence) équiprobabilité de toutes les permutations
pour les positions des cartes qui se trouvent sous Cly.

A Dinstant T_1+1, on insére enfin la carte Cy qui se retrouve équiprobablement en toutes positions.

Au final, toutes les permutations seront équiprobables & 'instant T'.

Partie 2 - Estimation du nombre d’insertions pour bien mélanger les cartes

8. Chaque A; admet une espérance et une variance, donc par linéarité de I’espérance et indépendance
des A;, T admet une espérance et une variance et on a :

N-1 N*lN N ]\[1
=1 =1 — —

t (le terme en ¢ = N est nul) :

N-1
=V (Z A+ 1) =
1=1

9. (a) Pour tout k > 1 et t € [k;k + 1] on a par décroissance de la fonction inverse :
1 1 1
E+1 "t "k

puis en intégrant avec les bornes dans ’ordre croissant :

k+1 1 k+11 k41 1
/ R / L g/ L

et en remarquant que les intégrales de gauche et de droite sont des intégrales de constantes :

1 k+1 1 1
R g _ dt _
K1 S, 7

N-1
N —1

N —i N N N
pm N N =N N

i=1 i=1 i=1

(b) i. Pour tout n > 1, on a :
1
Upt1 —Up, = Hpy1—In(n+1)— H, +1In(n) = Tyl In(n + 1) + In(n)
n
1 atl 1 /”“ 1
= — [In(t =— — - dt <0
n+1 [In(®)], n+1 n

donc la suite (uy,)n>1 est décroissante.
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10.

(c)

(a)

ii. Ensuite on somme les inégalités de droite de ’encadrement pour k£ allant de 1 & n, on

obtient :
’ILJrll n 1
fdt 7<:>1 1)< H,.

Enfin on somme les inégalités de gauche de I'encadrement pour k allant de 1 & n — 1, on
obtient :

n—1
1
glﬂrlg/ld“:)Z )<= H, —1<Inn <= H, <In(n)+1

et enfin on a bien :
In(n+1) < H, <In(n) + 1.

On en déduit que pour tout n > 1,
In(n+1)—Inn<u, <1
et par croissance du In, on a :
n<n+l=In(n)<In(n+1)=In(n+1) —In(n) >0

donc (u, ) est décroissante et minorée par 0 donc converge vers une limite . De plus en passant
a la limite on obtient :
0<u, <1=0<v< 1L

On a tout d’abord :
E(T)  Hy
NInN InN
et en reprenant ’encadrement de Hy :
In(N +1) < Hy <14 1

InN T InN InN
Le terme de droite tend clairement vers 1, montrons que c’est aussi le cas de celui de gauche :

In(N+1) Wm(N[1+%x]) WN+hn(l+5) +ln(l+%)

InN - In N - In N - In N N—4o0 1

par somme, composée et quotient de limites.

On en déduit par encadrement que

E(T)  Hy 1
NInN InN Notoo

et E(T) o Nln N

D’autre part montrons que

E(T)— NInN — Ny
N N—+o00o

E(T)— NInN — Ny =0o(N)

En effet on a :

E(T)~ NInN—Ny NHy—-NInN—Ny
N - N =Hy—hN=y=uy—y g r=7=0

ce qui prouve que :
E(T)=NInN — Nv+ o(N).

On a vu que

NQZ——NHN_NQZ——E

D’ou :

(1)

Mz

1
=l N
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Or on remarque que la somme est la somme partielle d’une série de Riemann convergente (car
2 > 1) donc elle converge en +oco vers

400 1
o = ﬁ >0
k=1
tandis que
E(T) NN InN

N2 T N2 N  Notoo

par croissances comparées, donc

V(T) —a>0
@
N2 N—+o00
Comme cette limite est finie et non nulle, c’est un équivalent de VA(,Z), puis on multiplie cet

équivalent par N2 :

V(T) +f;o aN?

Enfin on considére :
N 1 +oo 1 +oo 1
2 A2 _ 2
V(T)—aN? =N <Zk2—zk2> — BE(T) = — (N > k2+E(T)> <0
k=1 k=1 k=N+1
car E(T) est positive et une somme de termes positifs est positive, ce qui donne :
V(T) < aN?.
11. (a) On fait apparaitre E(T) :
|T(w) = NInN| = [(T(w) — E(T)) + (E(T) — NInN)|
puis par inégalité triangulaire :
|T(w) = NInN| < |T(w) — E(T)| + |E(T) = NIn N|
Or on remarque que :
E(T)—-NInN=NHy—NInN=Nuy >0

car uy = 0, donc
|[E(T)—NInN|=E(T)— NInN = Nuy <N

car uy < 1, et on obtient enfin :
|T(w) — NInN| < |T(w) — E(T)| + N.
On en déduit finalement que :
(IT-NIn(N) 2 ¢N|) = (|[T-E(T)|+N 2 |[T-NIn(N) > cN) = (|[T-E(T)| 2 ¢N—N = (c—1)N)
donc I’événement de gauche est inclus dans celui de droite :
(IT—=NIn(N) >cN|)C (|T — E(T)| = (¢c—1)N).

(b) Par croissance de la probabilité puis par I'inégalité de Bienaymé-Chebychev on en déduit :

V(T) aN? o«
P(IT— NIn(N) 2 c¢N|)) <P(|[T-E(T)| = (¢c—1)N) < c—12NZ < 1PN~ eo 1)

Par encadrement (une probabilité est positive) on en déduit qu’a N fixé,

lim P(|T— NIn(N) > cN|) =0.

c——+oo
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12. Pour tout € > 0,

elnN — +o0
N—+o00

donc cette quantité dépasse 1 & partir d’un certain rang.

A partir de ce rang, on obtient donc en remplagant ¢ par eln N :

[0

< — > < —
0 < P(IT — NIn(N) > eNIn(N)|) < RN

et par encadrement,

lim P(|T — Nln(N) = eN In(N)|) = 0.
N—+oc0

13. (a) function Jeu=Init()
Jeu=1:32
endfunction
(b) function Jeu=Insertion(Jeu)
k= floor(rand()*32)+1
cartedessus=Jeu(1)
if k >1 then
for i=1:k-1 do
Jeu(i)=Jeu(i+1)
end
Jeu(k)=cartedessus
end
endfunction

(¢) La fonction T effectue les insertions jusqu’a ce que la carte 32 (celle du dessous) se retrouve au
dessus. La variable n compte le nombre d’insertions nécessaires pour y parvenir.

Donc T simule Ty_ (et non pas T, il faudrait encore rajouter 1).

C’est donc un de moins que le nombre d’insertions pour avoir un paquet bien mélanggé.

(d) s=0
for k=1:100 do
S= S+T()
end
disp(S/100)

Partie 3 - Distance variationnelle a la loi uniforme

14. (a) A partir de linstant T, le paquet a été mélangé et toutes les configurations sont équiprobables.

Donc sachant Uinstant n > T, la probabilité est ’équiprobable : c’est w. On en déduit par
probabilités composées que :

(b) Par définition d’une intersection, puis par croissance de la probabilité :
(E,N[T>n]))c(T>n) donc PE,N[T>n])<P(T>n).

(c) Par définition u,(A) = P(E,). Avec le systéme complet d’événements ([T' < nl, [T > n]) les
probabilités totales donnent :

fin(A) = P(E,) = P(E, N [T < n]) + P(E, N [T > n]) < 7(A)P(T < n) +P(T > n).

15. (a) pn et w sont des probabilités donc :
(@) = 1= pa(A) et w(A) =1 - (A).
On en déduit que :

a(A) = 7(A) = 1 pa(A) = 1+ 7w(4) = 7(A) — pa(A) = — [a(A) - 7(4)].
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16.

(b) La question 14)c) donne immédiatement :
pn(A) —m(A) < P(T > n)

D’autre part les résultats obtenus jusqu’ici sont vrais pour une partie quelconque A, donc ils
sont aussi vrais pour A : donc

i (A) = 7(A) < P(T > n) = — [1n(A) = 7(A)] < P(T' > n) = j1a(A) — 7(A) > = P(T > n)
On obtient ’encadrement :
—P(T >n) < pn(A) —7(A) < P(T > n) <= |un(A) — 7(A)| < P(T > n).

Pour toute partie A, la quantité |u,(A) — w(A)| est comprise entre 0 et P(T > n).

On en déduit que le maximum sur toutes les parties A de cette quantité est aussi compris entre ces
deux valeurs, c’est-a-dire :

0 <d(pn,m) <P(T > n).
Enfin T est une variable aléatoire donc sa fonction de répartition vérifie :

PT<n) ——1=PT>n)=1-PT <n) ——0.
n—-+oo n—-+oo

Par encadrement on en déduit que :

d(pp, ™) — 0.

n——+o0o

Partie 4 Une majoration de P(T > n)

17. S7 est le temps d’attente du premier timbre qui arrive forcément le premier jour donc S; est certaine

18.

19.

20.

égale a 1.

Pour tout k € [2; N, Sk est le temps d’attente du premier succés dans une succession d’épreuves
indépendantes et identiques (car tant qu’on ne regoit pas de nouveau timbre, la probabilité d’en
obtenir un nouveau est toujours la méme), dont la probabilité de succés est :

N — (k—1)
N

car le collectionneur a déja k — 1 timbres, il lui en faut un des [V — (k — 1)] autres, et les timbres
sont équiprobables.

P(S) =

On en déduit que S, = G (1 — &) .

On remarque que Sy suit la méme loi que Ay _x11 et on écrit :

N
S=1+Y Sk
k=2

et comme les Sy sont indépendants les uns des autres comme les Ay, S suit la méme loi que (avec
un changement d’indice | =N —k+1) :

N N-1 N-1
1—|—ZAN—k+1=1+ ZAZZ ZAk+1=T
k=2 =1 k=1

Soit m € N*

(a) (S > m) signifie que le m**™¢ jour, le collectionneur n’a toujours pas les N timbres. Donc que
I’'un au moins des timbre n’a pas été regu au jour m :

N
(S>m)= B}
j=1
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(b) Pour tout entier j € [1, NJ, B7" signifie que le timbre j n’a pas été recu pendant les m jours
(intersection d’événements 1ndependants chacun de probabilite & ) D’ou :

o= (1- 1)

(¢) On a vu que

N N 1\™
5>m:Q BP donc  P(S>m)< ;p =Z(1—) _N(I—N) .
21. (a) Lafonction x — In(1+z) étant concave, sa courbe est en dessous de sa tangente en 0 d’équation
y=In'(1) x (x —0) +1n1l = 2. D'ou
Ve €l —1;400] , In(l1+z) <z

(b) Comme T et S suivent la méme loi,

P(T >m)=P(S>m)<N (1 - ;f) = Nemn(1-%),

Or £ < 1donc —+ > —1 et on applique I'inégalité ci-dessus :

1 1 1 3 .
In (1 — N) < N = mln (1 - N) < —% = emln(l*ﬁ) <e N — Nemln(l*ﬁ) < Ne™

Enfin on obtient bien :

m

P(T >m) < Ne™ V.
22. On reprend les notations introduites dans la partie précédente.
(a) On a vu & la fin de la partie III (puis on utilise le résultat ci-dessus) que :

0 <d(pn,m) <P(T >n)< Ne v,

Or on suppose que :

n>N1n(N)+cN=>%<1 (N)+c:—%<—c—1njv
ce qui donne :
—c—InN —c N —c
d(pn, ) < Ne =e ‘4w =¢ "

(b) On veut d (pn,m) < 0,2. I suffit pour cela que
€£0,2<= —¢<In(0,2) =In(1/5) = —Inb5 <= c > InbH
Il faut alors réaliser un nombre n d’insertions supérieur & :
32In(32) +32In5 =32(In32 + In5) = 32(51ln2 + In 5)

donc & partir de
n=132(5ln2+1In5)] +1

le paquet est mélangé de facon acceptable.




