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Essec 11 2008 - Correction

Préliminaires
1. On sépare selon le signe de z :

| — 2 = r—x=02>0 siz>0
r=r= —r—z=-22>0 siz<O0

On en déduit que pour tout = € R, |z| —z > 0.

2. (a) En développant, les carrés s’éliminent et il ne reste que les doubles-produits qu’on rassemble
sous la forme souhaitée :

2 2
("U1| —+ |’U2| + ‘U3|) — (’Ul —+ V2 =+ ’U3|> = 2 (|’l)1’02| — 1111)2) =+ (|’U11)3| — Ufl)g) —+ <|’l)2’03| — ’Ug”Ug) .
(b) On sait que
2 2
|v1| + |v2| + |vs| = v1 + v2 +v3  donc (|v1| + v + |v3|) = (v1 + vg —|—v3|>
et leur différence est nulle. On en déduit avec 2a que :
2 (|U1’l}2| — ’Ul’Ug) + (|U1U3| — 1)11}3) + <|U21)3| — UQ’Ug) = O

Par 1, c’est une somme de termes positifs : elle est nulle si et seulement si les trois termes sont
nuls, donc pour tout couple (7, 5') tel que j # j/,

Vv = |’Uj1)j/| = ViUj/ >0
et donc v; et vy, sont de méme signe.
(c) Si les trois sont nuls, la propriété est vérifiée car |[V|=|—-V|=V =0.

Sinon, si un des coefficients est non nul, tous les autres sont forcément du méme signe, donc
v1, V9 et vz sont soit tous positifs, soit tous négatifs.

Dans le ler cas on a |V| =V et dans le 2e on a |V| = —V.

3. On peut généraliser les questions précédentes : tout d’abord,

N 2 N 2 N1 N
(ZMO _< vk) =D > 2(vwow| - vgow)
k=1 1 k=1 k'=k+1

1

Or cette différence est nulle par (E), donc la somme de termes positifs suivante est nulle et chacun
d’eux est nul.

Donc pour tous i # j,
Vivj = |1)ﬂ)j| 2 0

Toutes les composantes non nulles de V sont donc de méme signe.

Si elles sont toutes positives, |V| =V et si elles sont toutes négatives, |V| = —V.
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Partie I. Google et PageRank

A. Etude de la matrice G de Google
1. 1—p>0car p<1donc
1—p

— > 0.
N>

De plus p > 0 et A(i,5) = 0 donc pA(4,5) > 0. En sommant on obtient
G(i,j) >0

pour tous ¢ et j de [[1; N] donc G est strictement positive.

2. Si d; = 0 alors la j—iéme page ne pointe vers aucune autre, et pour tout 7 # j,

1_
A(i, ) =0 et G(i,j):Tp.

D’ou

N
ZG(i ) Zi-FGJ j)= (N_ljzf(l_p)ﬁ-pﬁ-l];p = (N_H;vl)(l_p)—lrp: 1—p+p=1.

3. Avec la décomposition indiquée, on a :

N
Y Gli,j) = Y, G+ >, GG,j)
i=1 ~i€[1;N] ie[1;N]
j pointe vers i j ne pointe pas vers i
_ P 1-p 1-p
SRR -3 FOD DR
ieliN] el
N
1 1 N
= — 4L —pxZy(l-p==p+1-p=1.
Y T g d tl=pg=r+l-p

i€[1;N]

j pointe vers i

4. G est donc une matrice stochastique.

p(1)
5. Soit V = ' . On a pour tout i :

p(N)

N
(GV); = Z G(i,j)p(j) = p(i) =V; donc GV =V

et V est bien invariant par G.

B. Modéle du surfeur sur le Web
1. (V,,); = P(X,, = 1) est positif pour tout ¢ car c’est une probabilité.

De plus X,,(€2) = [1; N] donc les événements (X,, = i)1<i<n forment un systéme complet d’événe-
ment, ce qui donne :

et V,, est bien un vecteur de probabilité.
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2. Pour tous i et j de [1; N] on a
p [(Xn =) N (Xn-1=J)| =P(Xn-1=J)Px,_,=p(Xn = i) = (Va1);G( j)-

3. On en déduit pour tout ¢, par formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements
(Xn-1 = J)1gjgn

(V)i = P(X, = 1) = 3P [(X0 = 1) ) (X1 =)
D’ou N
Vie [N], (Va)i=Y_ G(i,j) (Vao1); = (GVu1)i  done V=GV, 1.

4. Récurrence triviale :
Initialisation : GOV, = IV = Vg, et la propriété est vraie au rang n = 0.

Hérédité : on suppose qu’il existe n € N tel que V,, = GV}, alors :

Vn+1 = GV;L = GG”V() = Gn+1VO
et la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : pour tout n € N, V,, = G"V;.

Partie II. Matrices stochastiques

A. Etude d’un exemple

1. On pose V = (Z), on a

_ (I-qat+db=a qa=q'b _q
QV_V(:){anr(lq’)bb = (:”L_Eb

()]

2. QVy = V4 et Vo, vecteur de probabilité équivaut a vérifier que le vecteur

et I’ensemble des solutions est :

S = Vect

’
q
q ol x est réel est
x

un vecteur de probabilité; il faut alors que = > 0 pour que les coordonnées soient positives et

/
1
x(q+1):1<:>33: i q

q q;jq:q+q’

qui existe car g et ¢ + ¢’ sont strictement positifs et qui est bien positif et on a donc une unique

solution :
ql
’
Ve = q+qq .
q+q’

3. On le prouve par récurrence sur n.
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Initialisation : pour n =1 on a
1 (q’ q’>+1qq’<q —q’) 1 (q’+(1—q—q/)q ¢—1-q—q)
q+qd \a q q+qd \—q¢ «q qg+q¢d \e—1-q-q)q q+(1—-qg—4q)

_ 1 ((1—Q)(q+q/) d(q+q) )
q+q qq+4q') (1-¢")g+4q")

=Q
et la propriété est vraie au rang n = 1.

! / nn v
Héradité : On suppose qu'il existe n > 1 tel que Q" = —L <q qq) + (=g=g)® < 4 q ), alors

q+q’ q q+q’ —q q'
. 1 / ’ 1_q_q/n v
Q1 = Q7 ¢ L /) o1 7).
q+q q g q+q q 4

On vérifie que

et on en déduit que

Qn+1 _ 1 ¢ q + (1-q— q/)"—H q -4
g+q \4 ¢ q+q -q q
et la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : pour tout n > 1,

Qr— (q’ Q’>+(1—Q—Q’)"<q q’)
qg+q¢ \a q q+q -q ¢

4. On sait que 0 < g < 1let0< ¢ <1donc

0<(@g+¢)<2 , —-2<—-q—-¢d<0 e —-1<l-q—¢<]1.

Dot (1-¢g—¢')* —— O et

n—-+o0o
o q q
QY ——— 1 p <q q) = <q-5q’ q-;q’)
notee q+q\T 4 q+q"  q+q’

qui est bien une matrice dont les deux colonnes sont égales & V.

B. Existence d’un vecteur de probabilité invariant

1. Pour tout 7 on a N
(FQU) =D ">, x U(j) =>_ Qi) =1
j=1

car la matrice @ est stochastique. D’ot ‘QU = U.

2. Si @ — Iy est inversible, d’inverse M on a
M(Q*IN):IN donc t[M(Q*IN)}:t[N:IN
ce qui donne
t(Q — IN)tM = IN et enfin (tQ — tIN)tM = IN donc (tQ — IN)tM = IN

et ‘Q — Iy est inversible, d’inverse M.
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3. Supposons par 'absurde que 1 n’est pas valeur propre de @, alors QQ — Iy est inversible.

Par la question 2 on obtient ‘Q — In est inversible, donc 1 n’est pas valeur propre de {Q, ce qui est
absurde car la question 1 montre qu’elle ’est, avec U un vecteur propre associé.

D’ou 1 est bien valeur propre de Q.

4. On a QV = AV donc |QV| = |A| [V] = |V|.

On a alors pour tout 1,

N N
(Vi = (1QVD: = |D_ QG HV;| < D 1QG NV = QG 5) Vi = (QIV]):
j=1 j=1 j=1

par inégalité triangulaire, et positivité des Q(i, j) car @Q est stochastique.

On en déduit que pour tout i,
@QVI=1V])i=0

et Q|V| — |V| est bien positif.

5. On s’intéresse, comme conseillé, a :

N N N N N N N
SQRIVI-IVD: = (D DoeEvil| | = Ivil= Z[ZQW)VA =Y Vil
=1 =1 | j=1 =1 j=1 Li=1 =1
N N N N N
= [ Domid o) | =Y Vil=> Vil x1]=> [Vi[=0
j=1 =1 =1 Jj=1 =1

On obtient une somme de termes positifs par question 3 qui est nulle donc chacun des termes est nul.

Pour tout ¢ on a donc (Q|V| — |V|); = 0 donc (Q|V]); = (|V]); pour tout i et enfin Q|V| = |V]; le
vecteur |V est donc bien invariant par Q.

6. On vient de prouver 'existence d’un vecteur positif non nul V; invariant par @, car il existe un
vecteur V non nul vecteur propre associé a 1, et V3 = |V est non nul, positif et invariant par Q.

N
Soit = > (V1);, qui est une somme de termes positifs non tous nuls, donc on a o > 0.
i=1

On pose alors V,, = éVl et on a :
-QVy = éQVl = éVl =V, donc V, est invariant par Q.

- pour tout 4, (Voo); = % > 0 comme quotient d’un facteur positif par un facteur strictement

positif.

2

N N
-S> (V)i = >0 ) — L3 (V1)i = L x a =1 donc Vi est un vecteur de probabilité.

o
1

i=1 i=1 U

On a donc bien trouvé un vecteur de probabilité invariant par Q.
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C. Unicité d’un vecteur de probabilité invariant

1. Raisonnons par ’absurde. Soit V' un vecteur invariant positif, non nul et non strictement positif.
V' est non nul donc il existe k& tel que Vi > 0.
V n’est pas strictement positif donc il existe [ tel que V; = 0.

On a alors (QV); = V; = 0 d’une part, et d’autre part :
N
@QV)i =Y QUNV; = QU K)Vi >0

Jj=1

car tous les autres termes sont positifs et Q(I, k) > 0 et V, > 0.

C’est absurde et on a bien prouvé qu’un vecteur invariant positif est soit nul, soit strictement positif.

2. V est un vecteur de probabilité donc

N

Z(Voo)i =1

i=1
il est donc non nul, sinon cette somme serait nulle.
3. On calcule :
QV =QWsx —aVs) = QW —aQVe = Wo —aVee =V

donc V est invariant par Q.

On peut aussi dire que I’ensemble des vecteurs invariants est le sous-espace propre associé a 1, qui
est donc stable par combinaison linéaire.

4. Pour tout 7 on a

>a donc a(Vi)i < Ww); etenfin (Wo —aVy);i =V 20
donc V est positif.

D’autre part on a

Vig = (Wao)ig — o

donc V n’est pas strictement positif.
5. V est invariant et positif donc il est soit strictement positif, soit nul.
Or il n’est pas strictement positif, donc il est nul.

On en déduit que
V=W —aVe=0 donc Wy =aV.

6. On a alors
N N
1= We=0a) Ve=axl
i=1 i=1

Douta=1,et W, = V.
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7. On a prouvé que la matrice G est stochastique (IA4) et strictement positive (IA1); or le systéme
(S) deéfinit un vecteur de probabilité invariant par G.

On vient de prouver que toute matrice stochastique strictement positive admet un unique vecteur
de probabilité invariant, donc le systéme (S) admet bien une unique solution.

8. Pour tout (4,7) on a G(i,5) = pA(i, j) + 1]% > 1]% car A(i,7) = 0.

D’ou on obtient pour tout (3, ),

N . 1—p .
> "
G(i, j)p(j) =2 ——p()
On somme ces inégalité pour j allant de 1 & N :
N N p 1—p N 1
> GpG) =Y —5rli) =~ D_pl) = 5~
J=1 Jj=1 j=1
N
car Y p(j) = 1. Or on a, pour tout i,
j=1
N 1
N Gli. () d N> .
p(i) ; (@,7)p(j)  donc  p(i) > ——

9. Avec p=1ona G(i,j) = A(i,j) et la matrice G n’est plus strictement positive.

En prenant 3 pages qui ne pointent vers aucune des autres on obtient par exemple G = I3 et toute
distribution de probabilité pi, ps, ps vérifiant p; > 0 pour tout i et p; + ps + ps = 1 serait solution
du systéme.

De maniére plus générale si la lére page ne pointe vers aucune autre, on obtient le premier vecteur
de la base canonique sur la premiére colonne puis on vérifie a 'aide de G(1,1)p(1) + G(1,2)p(2) +
G(1,3)p(3) = p(1) que G(1,2) = G(1,3) = 0, ce qui donne une premiére ligne égale & (1,0,0), et le
systéme se raméne & un nouveau systéme sur p(2) et p(3) dépendant d’un paramétre p(1), admettant
au moins une solution pour chaque valeur du parameétre p(1), donc une infinité de solution.

Partie III. Validation du PageRank

A. Valeurs propres de @)
1. On calcule ||QV]; et on la majore :

N
1QVIL =YD QU )V <D > 1Q(, j)V;l
=1

j=1 i=1j=1

par inégalité triangulaire. D’ol
N

N N N
IRV <D QG.MIVil = V] (Z Q(m’)) = Vil =Vl

j=11i=1 j=1 i Jj=1

Si V est positif, les V; sont positifs et les valeurs absolues disparaissent ; le calcul précédent se réécrit
avec des égalités pour obtenir [|QV ||y = ||V |-

2. Si A est une valeur propre de @ et V un vecteur propre associé on a alors

1QV Il = [IAV ]l < [V]]1-

Ou vérifie facilement que |[A\V]|1 = |A| |[V]]1 et on obtient en divisant par |[V]; >0 :
A < 1.
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3. On simplifie les deux sommes :
N
D QLN = (QV)i| = [\i| = ]A| V| = V4|
d’une part, et d’autre part
N
D QUL =@V = (V] = W]
j=1

car |V| = V est un vecteur propre associé a la valeur propre 1. Enfin on obtient bien :

N N
> QLN =D Q1,4 |Vl
j=1 j=1

4. Le préliminaire P.3. donne alors V = |[V| ou V = —|V|; dans les deux cas, V est colinéaire a |V|
donc V' appartient au méme sous-espace propre que |V|, associé a la valeur propre 1, et A = 1.

B. Convergence

1. Q est diagonalisable donc il existe S inversible et D diagonale telle que Q = SDS~!. Une récurrence
classique donne Q™ = SD"S~! pour tout n > 1.

2. Les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de @), qui apparaissent autant de fois que la di-
mension du sous-espace propre associé.

Toutes les valeurs propres sont de valeur absolue inférieure ou égale & 1; de plus on a vu que —1
n’est pas valeur propre. Il reste a veérifier que dim E1(Q) = 1.

1 est bien valeur propre donc dim F4(Q) > 1. De plus si V/ est un vecteur propre associé a la valeur
propre 1, alors ||[V|[1 > 0 car V' # 0. On pose alors V; = HVII V', qui est colinéaire & V' et vérifie les
hypothéses de la question I1TA4, donc V; = £V, est colinéaire & V., et V D’est aussi.

On en déduit que tout vecteur propre associé a 1 est colinéaire a V., et F1(Q) = Vect(V,) est bien
de dimension 1; la valeur propre 1 n’apparait donc qu’une seule fois sur la diagonale de D, et toutes
les autres valeurs de la diagonale sont de valeur absolue strictement inférieure & 1.

3. La matrice D™ converge alors vers une matrice diagonale D, avec un 1 et (N —1) 0 sur sa diagonale
car D™ est la matrice diagonale avec pour coefficients diagonaux les A™.

Pour)\—lona)\"—14>1etpour\)\|<lona)\"4+>0

Enfin on obtient Q™ ~T+ SD,S™! = Qs en revenant a la définition du produit avec les co-
n—-+0oo

efficients qui prouve la continuité des opérations effectuées (uniquement des produits et des sommes).

4. On prouve en revenant a la définition du produit avec les coefficients et & celle des matrices stochas-
tiques que le produit de deux matrices stochastiques est stochastique : soient A et B stochastiques,
on pose C' = AB : pour tous i et j,

N
=Y Al k)B(k.5) >0
k=1
comme somme de termes positifs, car A et B sont positives. De plus pour tout 7,

> Clij) = Z A Z k]ZAzk

i=1 k=1 k=1

N
:ZB =1

)_.
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car A, puis B, sont stochastiques.
Une récurrence évidente donne alors Q" stochastique pour tout n.

Enfin on en déduit que pour tout n pour tout 4, pour tout 7,

Q"(i,j) 2 0= Quo(i,j) = lim Q"(i,j) >

n—-+o0o

D’autre part, pour tout n, pour tout j,

N

ZQ (,7) —1<:>ZQ002] hm ZQ"ZQ )=1.

i=1 i=1

et la matrice Q. est stochastique.

5. La suite (Q"™1),en = (QQ™)nen converge vers o, d’une part et vers QQ., d’autre part ; 'unicité
de la limite donne alors :

QQOO = Qoo
6. Notons (Qx); la j-iéme colonne de (s, on a : pour tout ¢ € [1; NJ,

(QQ ZQ i, k) (Qoo);j ZQ i, k) Qoo (K, §) = (QQo0) (i 1) = Qoo (i, 7) = (Quo);()

donc la j-éme colonne de @), est invariante par @, et le résultat est vrai pour tout j donc pour
toutes les colonnes de Q.

7. Qoo est stochastique donc chacun de ses vecteurs colonnes est un vecteur de probabilité, invariant
par @ par IIIB6, donc chacun est égal & V. qui est I'unique vecteur de probabilité invariant par Q.

C. Application au modéle du surfeur

1. Pour tout n, on a X, () = [1; N] et X () = [1; N].

Pour tout i € [1; N] on a

P(Xn =1) = (Va)i = (G"Vo)i ——— (G V)i

n—-+o0o

Toutes les pages ont la méme probabilité d’étre visitées en premiéres donc Vy = %U ou U est le
vecteur dont toutes les composantes valent 1.

D’oit pour tout ¢,
1 & 1 & (i)
(G VO NZ :NZVOOZ =% p(i)z—Zl:p(i):P(XOO:i)
j=1 j=1

j=1 j=1

-

donc (X, )nen converge en loi vers X

2. Avec une page de départ prise au hasard, au bout d’un trés grand nombre de changement de pages,
le surfeur a une probabilité trés proche de p(i) de se trouver sur la page ¢ (aussi proche que I'on veut
de p(i) si on fait suffisamment de changements de pages).




