Correction DM ESSEC n°4

Exercice : D’aprés Essec I 2015

1.

NON. En fait, Stx(R) n’est ni stable par multiplication par un réel, ni par somme.
N N N

Par exemple, soit @ € Sty (R), alors A =2Q ¢ Sty(R) car Y A(i,1) = > 2Q(,1) = > Qi,1) =
i=1 i=1

i=1
24 1.
On pourrait trouver d’autre contre-exemple : —2Q n’est pas dans Sty (R) car elle a au moins un co-
efficient strictement négatif, une somme de matrices de Sty (R) n’est pas dans Sty (R) car la somme
de chacune de ses colonnes vaut 2 et non 1..etc....

Soient {1, s, ...,xn} les états de la chaine de Markov.
La matrice de transition de la chaine de Markov admet pour coefficients a; ; = PXn:mj (Xnt1 = x;).

Ainsi, Z a;; = Z Px,=2;(Xny1 = x;) = 1 car Px, —,, est une probabilité et la famille (X, =
i=1 i=1

Z;)1<i<N est un systéme complet d’événement.

La matrice de transition d’une chaine de Markov est donc toujours une matrice stochastique.

3. Pour tout (i,5) € ([1,N])?, on a (AB); ; = Z a; kbx,; > 0 comme somme de nombres positifs (tous

les coefficients de A et de B sont positifs car ce sont des matrices stochastiques).
De plus, pour tout j € [1, NJ,

N N N N N N N
D (AB)iy =) > aibeg = 3D aurbes =D bej ) ai
i=1 k=1 =1

i=1 k=1 k=11i=1

en échangeant les sommes

N N
- Z:bk_jxl :];bk,j: L

k=1 car B est stochastique
N————’

car A est stochastique

4. Récurrence triviale qui découle de la propriété précédente.

5. Localisation des valeurs propres de @ :

Z Qi j)vj

Jj=

N N
< 3, & 10 )l

par inégalité triangulaire

@ o @Vl = % 1@Vl = &

=1

N N N N
Z ZQ(Z J) v = > 2. Q) vl = Z\%IZQ(LJ’) =
i=1 en échangeant les sommes j=1i=1 j=1 i=1 car @ est stochastique
N
> ol x 1=V,
j=1
N | N
e de plus, si V est positif, la seule inégalité de la preuve ci-dessus est une égalité car y_ | >~ Q(%,)v;
i=1[j=1

N N
> Qi j)v; car Q(4,]) et v, positifs donc Y Q(4,7)v; = 0.
Jj=1 J=1

™=

i=1

(b) Soit A une valeur propre de (). Par définition d’une valeur propre, il existe V€ My 1(R) # 0
tel que QV = AV . Or d’aprés I'inégalité démontrée a la question précédente, |QV; < ||V,

donc [|AV}; < HV||1
Or AV, = Z | Av;| = Z (Allvi| = [AHIAV[],-
On a donc \/\| HVH1 ||VH1 et en divisant par ||V||; > 0 (car V # 0) , on obtient |A| <1

6. On va prouver dans cette question que 1 est toujours valeur propre d’une matrice stochastique :

car Q(i,5) >0




(a)

(b)

N N N
Pour tout ¢ € [1,N], (‘Q U); = Y. ('Q)i; xU; = > Qji x1 = > Qj; = 1 car Q est
j j=1 j=1

Jj=1
stochastique.

Ainsi, ['Q U =U |

Soit A une valeur propre de Q, alors Q — Al n’est pas inversible donc (Q — M) = 'Q — AT =
t@Q — \I n’est pas inversible (car, d’aprés le cours, une matrice et sa transposée ont méme rang
done rg(H(Q — AI)) = rg(Q — AI) # n).

Ainsi, comme Q) — \I n’est pas inversible alors A est valeur propre de Q.

e On suppose que A est diagonalisable alors il existe P inversible et D diagonale telles que
A=PDP ! Donc!A=4PDP1)=tP~HDIP=tP~1D!P = QDQ ! en posant Q = 'P~!
inversible.

Il existe bien @ inversible et D diagonale telles que A = QDQ~! donc *A est diagonalisable.

e On suppose que ‘A, en faisant le méme raisonnement, on obtient que A est diagonalisable.

On a vu a la question 6.(a) que 'Q U = U donc U est un vecteur propre de Q et 1 est une
valeur propre de Q.
Ainsi, d’apres la question 6.(b), 1 est une valeur propre de Q.

7. On suppose dans cette question que les coefficients de la premiére ligne de @) sont tous strictement
positifs.
Nous allons prouver qu’il existe un vecteur propre de @, associé a la valeur propre 1 qui est un
vecteur de probabilité.

(a)

N
X est non nul donc I'un au moins de ses coefficients est non nul donc || X[, = > |z;| > 0.
=1

On pose alors p = ﬁ . Le vecteur W = uX est un vecteur propre de @ associé a 1 (car
1
colinéaire & X) et vérifie |[W||, = |u| | X, = ﬁ X, =1.

Comme W n’est pas nul, il a au moins un coeflicient non nul. S’il admet un coefficient stricte-
ment positif,on pose V = W. si aucun coefficient n’est strictement positif, il y en a au moins
un strictement négatif et on pose V= —W = —uX, qui a au moins un coefficient strictement
positif et qui vérifie toujours les conditions demandées.

Nous allons prouver par 'absurde que tous les coefficients de V' sont positifs. Supposons donc
que I'un au moins des coefficients de V' est strictement négatif.

i. Pour la premiére inégalité, 'inégalité triangulaire assure l’inégalité large.

De plus, ’égalité n’est réalisée dans l'inégalité triangulaire que si tous les coefficients sont
de méme signe. Or V' a un coefficient strictement positif et on a supposé qu’il en a un
strictement négatif donc 1’égalité n’est pas réalisée (les Q(1, ) sont strictement positifs et
ne changent rien au signe, méme strict).

N
S QL)

j=1

N
On a bien : < > Q(1,7) |vs| et pour tout i € [2, NJ.

Jj=1

La deuxiéme inégalité est une conséquence immédiate de l'inégalité triangulaire, avec les
Q(i,7) qui sont positifs ou nuls donc |Q(%,7)| = Q(4, 7).

N
ii. On sait que QV =V donc pour tout i € [1, N], (QV); = v; i.e. > Q(3, j)v; = v;.
j=1

iii. Les inégalités de la question 7.(a) deviennent donc :

N N
lvi] < > Q(1,7) |v;| et pour tout ¢ € [2, N], |v;| < > Q(1,7) |v].
j=1 j=1
Ainsi, en sommant pour i allant de 1 & NV on obtient :

N

N N
VI =" leil < >0 QG ) vyl

i=1 i=1j=1



iv. Or Z Z QE,7) |vs| = Z ZQ( i,9) |vi| = Z v ZQ(Z J) = é ol =1Vl

1=17j= j=1li=1
L 1negahte de la question précédente dev1ent donc ||V||1 < [[V|l,. Absurde

v. L’hypothése comme quoi 'un au moins des coefficient de V est négatif est donc fausse.
Donc tous les coefficients de V' sont positifs. De plus, ||V||; = 1 d’aprés la question 7.(a)
donc V est bien un vecteur de probabilité. Il vérifie (d’aprés 7.(a)) QV =V donc c’est un
vecteur propre de () associé a la valeur propre 1.

Probléme : CCIP 2004

Partie I : Un résultat utile.
1. (a) Pour tout n € N* a, est une probabilité, donc
a, = 0.

De plus (X = n)pen- est un systéme complet d’événements, donc la série de terme général

an, = P(X =n) converge et
o0 —+oo
E ap, = E P(X =
n=1 n=1
(b) On veut une convergence sans la valeur de la somme, on utilise un théoréme de comparaison.

Ora, =20et x>0donc apz™ >0, et comme x < 1, 0n a 2™ < 1 et enfin :
apt” < a,.

Or d’aprés la question précédente la série de terme général a,, converge, donc par théoréme de
comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général a,x™ converge également.

2. (a) On part du coté droit, plus compliqué : en reconnaissant une somme géométrique,

+o00 +oo
“+o00 n—1 “+o0 n Apn — anmn
Z u Zxk _ Z O St 7;::1 nzz:l 11— f(x)
" N "1z ) 1—x o l—z
n=1 k=0

n=1

“+o0o
Or on remarque que f(1) = > a, =1, donc

n=1

J) —f@)  1-f)
11—z o 1l-x —Z(@ank>

n=1

(b) La fonction proposée, qu’on va noter g, est définie par une série, il est donc impossible de la
dériver. On revient a la définition.

Soit x et y deux réels de [0; 1] tels que x < y, on veut prouver que g(x) < g(y).

En suivant la logique de I’énoncé, on va se servir de la nouvelle expression de 2a : pour k > 0,
la fonction x + z* est croissante sur [0; 1] donc :

n—1 n—1
zgy:>xk<yk:>2xk<2yk
k= k=0

en sommant les inégalité. On multiplie par a,, > 0 et on somme pour n allant de 1 & U'infini :

y=>anzx anZy =>Z<anz:r > <§<an§yk)



donc on obtient bien que z < y = g(z) < ¢g(y), la fonction g est bien croissante.

Comme elle est croissante, elle est supérieure & sa valeur en 0, et si elle admet une limite en 1
par valeurs inférieures, elle est inférieure & cette limite. Or ’énoncé admet l'existence de cette
limite, qui est la dérivée de f en 1 : on obtient bien

9(0) < g(z) < lim f(z) donc OgM

z—1— 1—2x

< f1(1).

L’inégalité de gauche est évidente : puisque a,, > 0 donc na, > 0, la somme partielle est bien
positive.

Pour celle de droite, comme f’(1) apparait dans la question b, on va tenter de s’en servir, en
revenant a I’expression de g avec des sommes : on sait que

“+o00o n—1
05 (Z) < S,
n=1 k=0

Pour obtenir I’inégalité cherchée, il faut pouvoir "remplacer" +oo par N, et 2* par 1 (alors que
I'inégalité n’est vrai que sur [0; 1[, donc il faudra passer a la limite). Faisons-le rigoureusement :

n—1

La série de terme général a,, > x* est & termes positifs, sa somme partielle est donc toujours
k=0

inférieure & sa somme : on en déduit que pour tout N > 1,

N +oo
> (anzxk> <> (anzxk> < f'(D).
n=1 k=1 n=1 k=1

De plus par somme de limites la somme de gauche admet une limite en 1, égale &

N n—1 N
Z (an Z 1) = Znan.
n=1 k=0 n=1

Par passage a la limite des inégalités, on en déduit bien que :

N
Z na, < f'(1).
n=1

Enfin la somme partielle de la série de terme général na,, est donc majorée, et croissante car la
série est & termes positifs. Elle est donc convergente, ce qui prouve bien que la série de terme
général na,, est convergente.

Il y a trois inégalités a prouver. Celle de gauche a déja été obtenue a la question 2b :

71— f(z).

0<
1—2x

Pour la seconde, on utilise la question 2a qui permet de donner une expression du taux d’ac-
croissement sous la méme forme que la somme : on peut alors prendre la différence.

1 — " +o00 +oo n—1

n=1

Or on sait que pour tout z € [0;1], z* < 1 donc en sommant, puis en retirant n et enfin en
multipliant par a, > 0,

n—1 n—1
(Zxk—n><0 donc an<2xk—n><0
k=1 k=1

On en déduit que la différence considérée est négative comme somme de termes négatifs, et
enfin :

1—2x

0 =) 3,



Enfin pour l'inégalité de droite, on reconnait I'inégalité du 2c ot on est passé a la limite en
400, ce qui est bien possible puisque la série est convergente. On obtient finalement, :

(e) Les quatre termes de 'inégalité ont une limite en 17, on peut donc passer & la limite dans le
résultat de la question 2d :

+oo
0< f/(1) <Y nan < f/(1).
n=1

On en déduit que la série de terme général na, = nP(X = n) converge (question 2c) et sa
somme vaut f’(1). Comme elle est & termes positifs, elle converge absolument. X admet donc
une espérance et :

+oo
E(X)=Y nP(X =n)=f(1).

Partie II : Loi du temps d’attente de la premiére configuration
"pile, pile, face"

1.

2.

On veut comparer, pour tout n € N, u,, et u,+1. Comme ce sont des probabilité, on commence par
comparer (par une inclusion) les événements associés. Or on remarque que pour tout n > 3,

Un+1 = Un U Bn+1 donc Un C Un+1.
On en déduit que leurs probabilités vérifient :
P(Un) < P(Un+1) cad Unp, < Up+1-

Cette inégalité reste vraie pour n =1 et n =2 car 0 < 0 et up = 0 < ug, uz étant une probabilité.

Finalement la suite (u,)n>1 est croissante, et comme tous ses termes sont des probabilités, elle est
majorée par 1 donc convergente.

(a) Par indépendance des lancers, on obtient immédiatement :
1\ 1
P(B,)=P(R, 2NR, 1NS,)=P(R, 2) XP(R,_ 1) xP(Sp)=(=] ==.

(b) Il y a trois intersections & considérer :
— B, N B, signifie qu’on a obtenu pile aux lancers n — 2 et n — 1 et face au lancer n (B,,), et
également qu’on a obtenu pile aux lancers n — 1 et n, et face au lancer n+1 (B,,+1). Comme
il est impossible d’avoir en méme temps pile et face au lancer n, on a bien :

B,NBuy1 =0.
— Ce résultat étant vrai pour tout n, il est vrai pour n’ = n + 1, donc
BnJrl N Bn+2 = [Z)

(On pouvait aussi mener le méme raisonnement et obtenir une impossibilité avec pile et face
en méme temps au lancer n + 1.)

— B, N B, signifie qu’on a obtenu pile aux lancers n — 2 et n — 1 et face au lancer n (B,,), et
également qu’on a obtenu pile aux lancers n et n+ 1, et face au lancer n+2 (By,42). Comme
il est impossible d’avoir en méme temps pile et face au lancer n, on a bien :

B, N Byi2 = 0.

On en déduit bien que ces trois événements sont deux & deux incompatibles.



(c) On obtient
1
us =P(Us) = P(B3) = 3

puis par incompatibilité 2 & 2 de By , By et Bs :

1 1
Uyg = P(U4) = P(Bg U B4) = P(B3) + P(B4) =2 X g = 1
“ 13
Us = P(U5) = P(Bg UByU B5) = P(Bg) + P(B4) + P(B5) =3 X g = g
Soit n un entier n supérieur ou égal a 5.
(a) L’événement U, N By,41 s’écrit :
Up O Bp1 = (B3 UB4U...By_oUBp_1 U Bn> A Bpit = (Un_2 UBp_1 U Bn> O Byt

= (Un,Q N Bn+1) U (Bn,1 n Bn+1) U (Bn N Bn+1)
Or d’aprés la question 2b les deux derniéres intersections sont vides donc :
Un+2 NBn+1= (Unfg n Bn+1) Uupud = U,—2N Bn+1.

(b) Sans difficulté,
Un+1 = Un U BnJrl.

Cette réunion n’est pas incompatible, on utilise le crible de Poincaré :
1
Or on a vu a la question précédente que :
Un N B7L+1 - Un—? N B7L+1

et ces deux événements sont indépendants par lemme des coalitions car les tirages sont mu-
tuellement indépendants et U,,_5 ne dépend que des n — 2 premiers tirages, alors que B,, 11 des
tirages n — 1, n et n + 1. On en déduit que :

1 1 1 1
Up+1 = Up + g — P(Un n Bn+1) = Uy + g — P(Un,Q) X P(Bn+1) = Uy, + g — Up—2 X g
1
= n (11— n—2).
tn + g (1~ tn-2)
(¢) Toutes les probabilités sont connues, on calcule en partant du plus compliqué :
1 1 1
uz+8( uy) 0—|—8( 0) g = us
et
—|—1(1—u )—l—i—l(l—O)—1 1—l—u
1R 27878 A T

(d) La suite (u,) est récurrente (méme si la relation est d’ordre trois), on va retrouver le résultat
habituel en faisant passer & la limite la relation de récurrence.

On a vu que (u,) converge, on note ¢ sa limite. Par composée immédiate, (up+1) et (un—2)

convergent aussi ver £, on en déduit en passant a la limite que :
1 1 1

L’événement (Y = 0) signifie que la séquence n’apparait jamais, on peut donc I’écrire :

+oo +oo
(Y =0)=()Bn=J Bn.
n=3 n=3

On en déduit alors que

N—+oco N—+oco N—+oco

P(Y=0)=1— lim P(

3
1C=

Bn>:1— lim P(Uy)=1— lim uy=1-1=0.



(a)

(b)

(c)

Sans difficulté,

’U1:1—U1:1 5 ’02:1 , Us=— , Ugqg= .

On av, =1—uy,, donc u, =1 —v,; on va alors utiliser la relation de récurrence de la suite

(Un) :

1 1
Upt1 = 1un+1—1(un+8(1un_2))—1un8(1un_2)
1
= U, — —Un_3.
gUn—2

Il semble clair qu’il faut sommer les relations de la question 4b, puis calculer certaines des
sommes : seul le télescopage peut permettre de calculer une somme dont le terme général est
inconnu, on pense alors & écrire :

N

N

1 1

Uptl — Up = —g’l)n_g donc Z(Uk+1 — ) = -3 ka_g.
k=3 k=3

A gauche on calcule la somme par télescopage, a droite on change d’indice avec k' =k — 2 :

Cette relation étant vraie pour tout N > 3, on peut remplacer N par N’ + 2, avec N’ > 1. de
plus on connait vs :

N

Z V-

k=1

7
UN+3 T g = T

| =

Enfin on multiplie par —1 :
7 1
é — UN43 = g kél V-

On isole la somme partielle de la série :

N
ka=7—8vN+3:7—8(1—uN+3)T>7—8(1—1):7.
k=1

La série de terme général (v,)n>1 est donc convergente et sa somme vaut 7.

L’événement (Y = n) signifie que la séquence PPF est atteinte pour la premiére fois avec le
face en position n : elle n’est donc jamais atteinte avant, ce qui signifie que ’événement U, _;
(qui signifie que la séquence a été obtenue a I'une au moins des positions entre 3 et n — 1) n’est
pas vérifié, mais que I’événement U, ’est :

(Y =n)=U,_1NU,.
Cette intersection n’est absolument pas indépendante. Par contre on peut remarquer que comme

U,_1 C U,, cela se réécrit :
(Y = Tl) = Un\Un—l

qui donne :
¢n =P =n)=PU,) —PUp—1) =tp —tp_1=1—v, — (L —vp_1) = vp_1 — vp.
L’événement (Y = 2) est impossible, donc
co=PY =2)=0 et v1—va=1-1=0.
D’autre part (Y = 3) signifie qu’on a obtenu la séquence PPF dés le départ, donc

1 7T 1
CgZP(Y:3):P(B3):§ et 112—U3:1—§=§

donc l'égalité ¢,, = v,,—1 — v, est vérifiée pour n =2 et n = 3.



(¢) On part de la droite, plus compliquée :
+oo +oo “+o0
(x—=Dh(z)+z = (z-1) Zvnx" +x= Zvnx”H - Zvnx” + .
n=1 n=1 n=1

On effectue le changement d’indice n’ = n + 1 dans la premiére somme pour faire apparaitre
" et ragssembler les deux sommes, et on remarque que v; =1 :

+oo +oo +oo
(x—=Dh(z)+z = Z Vp12" — (le + Z vna:"> +x= Z(vn_l —vp)z" +x —x
n=2 n=2 n=2

+oo “+o0 +oo
= g cpx” = E e’ —c1x = E cna” = g(x)
n=2 n=1 n=1

car ¢; = 0.

(Remarque : ici le calcul était plus simple en partant de la gauche et en remplagant ¢, par
Un_1 — Up avec la question a et b.

(d) On remarque que
+oo —+oo
g1 =D =0+0+> P(Y =n)=0+1=1
n=1 n=3
car (Y = n)ne[si+oo[u{o} €St un systéme complet d’événement, et on a vu que P(Y = 0) = 0.
On en déduit que :

g(x) —g(1)  (z—1)h(z)+z—1 _ (z =1 (h(z)+1

= 1.
rz—1 rz—1 r—1 h(w) +

(e) Sur le modeéle de la partie I, h étant définie par une série, on revient a la définition de la
croissance : soient x et y deux réels de [0; 1] tels que = < y, alors par croissance de la fonction
x + ¥ sur [0; 1], pour tout k > 1 puis avec vj, > 0 :

+o0 too
r<y=2" <y = vt <oyt =D nah =g@) <gly) =D wy”
k=1 k=1

donc la fonction h est croissante, ce qui assure que sur [0;1], h(z) < h(1).

Enfin comme la série de terme général v;,z* est & termes positifs, sa somme partielle est toujours
inférieure & sa somme ce qui donne :

N “+o00
VN > 1, kaxk < kaxk = h(z) < h(1).
k=1 k=1

On fait tendre x vers 17, et par somme de limites (finie) & gauche et par passage des inégalités
A la limite, on obtient :

YN =1, ) v < lim h(z) < h(1).

x—1—

Enfin on fait tendre N vers +oo dans cet encadrement (la série est bien convergente, et les deux
autres termes sont constants) :

+oo
> ok =h(1) < lim h(z) < h(1)
k=1

r—1—

donc on obtient bien :
lim h(z) = h(1).

r—1—



(f)

On en déduit que

donc g est dérivable en 1, et ¢'(1) = h(1) + 1.

D’apreés la partie I, on en déduit que Y admet une espérance et qu’elle est égale & ¢’(1), donc :

“+o0
EY)=h(1)+1=> v+1=7+1=8
k=1

d’apreés la question 4d.

III : Paradoxe de Walter Penney (1969)

Il y a trois intersections & considérer :

— Bj, N By, signifie qu’on a obtenu pile aux lancers n — 1 et n et face au lancer n —2 (By,), et
également qu’on a obtenu pile aux lancers n et n+ 1, et face au lancer n—1 (B;,; ;). Comme
il est impossible d’avoir en méme temps pile et face au lancer n — 1, on a bien :

B, NB, ,=0.
— Ce résultat étant vrai pour tout n, il est vrai pour n’ = n + 1, donc
BN By =10
(On pouvait aussi mener le méme raisonnement et obtenir une impossibilité avec pile et face

en méme temps au lancer n.)

— B), N B, ., signifie quon a obtenu pile aux lancers n — 1 et n et face au lancer n —2 (B,), et
également qu’on a obtenu pile aux lancers n +1 et n +2, et face au lancer n (B, ,). Comme
il est impossible d’avoir en méme temps pile et face au lancer n, on a bien :

Bn N Bn+2 - (Z)

!

Finalement les événements B/,, B/,

41 et B], o sont deux a deux incompatibles.

Par les mémes calculs et pour les mémes raisons que dans la question I13a, on obtient :

1 1
P(U, N By 1) =PU,_ 2N By ) = 3 P(U;,_») = §U;172'
Puisqu’on a (comme dans la partie IT) U}, ; = U, U B}, ; on obtient & nouveau par crible de
Poincaré :
!/ U ! ! !/ / / 1 1 !/ / 1 !/
un—i—l = P(Un+1) = P(Un) + P( n+1) - P(Un N Bn+1) = U, =+ g - gun—Q = Uy + g(l - un—2)'

On procéde par récurrente triple : on pose la propriété de récurrence

) _ / _ / _ /
P "up =, ,Up—1=Up_q , Un—2 = U, _o.

Montrons par récurrence sur n que la propriété P, est vraie pour tout n > 3 (car u,_» vaudra
alors 1, qui est bien le premier indice des deux suites).

— Initialisation : Pour n = 3, on a :
1
/
Uy == =1

car UL = (S1 N R2 N R3) et les événements sont indépendants.

De plus comme ils sont tous égaux & 0, on a également :

up =u; et uh=us.

On en déduit que la propriété est vraie au rang 3.



2.

— Hérédité : on suppose que la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire que u), = uy,

/ — / -
Up_1 = Up—1 €0 Uy _o = Up_2.

Alors on en déduit par III1b et II3b que

1 1
’u’;z+1 = u;, + g(l — Up_s) = Up + g(l — Un—2) = Unt1

avec 1’égalité centrale obtenue grace a 'hypothése de récurrence. Enfin 'hypothése de récur-
rence donne directement :

! !/ ! !
Ulpt1)—1 = Un = Un = Unt1)—1 €6 Uiy o = Up_1 = Up—1 = U(n+1)-2
donc la propriété est vraie au rang n + 1.

— Conclusion : pour tout n > 3, P, est vraie.

On dédit de P, que les suites u,, et u], sont égales a partir du rang 3, et de Py leur égalité aux
rangs 1 et 2 : ces deux suites sont bien égales.

(d) Y et Y ont de maniére évidente le méme support : [3; +oo[U{0}, et I’égalité des suites (u,) et

/

/,) assure que pour tout n > 3,

(u

Enfin on en déduit que
+oo +o00o
PY'=0)=1-) P(Y' =n)=1-> P(Y=n)=1-1=0=P(Y =0)
n=3 n=3

donc Y et Y’ suivent la méme loi. Or Y admet une espérance égale a 8, ¢’est donc aussi le cas
de Y.

(a) G3 signifie que J a gagné aprés 3 lancers, donc que sa gagnantes est apparue immédiatement.

Celle ne Y/ n’ayant pas pu apparaitre avant, on a donc
1
G3:R1 ﬁRQﬁSg et ggZP(Gg)Zg
par indépendance des lancers.

G, signifie que J a gagné aprés 4 lancers. Sa séquence gagnante est apparue aux lancers 2,3,4
donc on a obligatoirement Rs N R3 N Sy.

Au premier lancer, si on a eu Ry, la séquence gagnante de J' n’apparait pas donc G4 est bien
réalisé. Par contre si on a eu S, elle apparait au bout de trois lancers et J’ gagne. On obtient
donc obligatoirement :

1

Gi=RiNRy;yNR3NS; et 942176

par indépendance des lancers.

Enfin G,, impose de la méme maniére la séquence R, _> N R,_1 N .S,. En remontant tous les
lancers précédents, on remarque que s’il y a eu un face au lancer n— 3, J' gagne au lancer n—1,
ce n’est donc pas possible, donc on a forcément eu R,,_3.

En remontant ainsi de proche en proche, on remarque que toute apparition d’un face avant
la séquence finale impose arrivée de la séquence gagnante de J’ avant le lancer n donc est
prohibée. On obtient :

1 n
G,=R~n---NR,_5NR,_1NS, donc gn<2)

par indépendance des lancers.
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(b)

(c)

Le joueur J est déclaré gagnant signifie qu’il existe un numéro n de lancer ou il gagne, donc :
+oo
G=JGn
n=3

Or les événements sont deux & deux incompatibles (il ne peut pas gagner & deux moments
différents) donc

+oo +oo 1 n 1 1 1 1
P(G):ZP(Gn):Z 5 :§X1*1:§X2:Z.
n=3

n=3
On ne peut pas obtenir deux piles en un seul lancer donc :
dy = 1.

En deux lancers, ne pas obtenir deux piles consécutifs est I’événement :

B~ 1 3
Ry N Ry donc d2:1_i:Z

par indépendance des lancers.

On note D,, '’événement " deux piles conséecutifs n’apparaissent jamais durant les n premiers
lancers ".

Par formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (P, F1) on obtient :
Dn_;'_g = (Pl N Dn_;,_g) U (Fl N Dn+2) donc P(Dn+2) = P(Pl) PP1 (Dn+2) + P(F1) PF1 (Dn+2)~

Or on remarque que la probabilité de D,, ;o sachant Fy est celle de D, 1, car larrivée d’une
face signifie qu’on repart du départ, avec un lancer de moins pour obtenir ou non la succession
PP.

D’autre part par formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Ps, F5)
on obtient :

(Dnt2) = (PoNDpy2)U(FoNDpy2) done Pp (Dpi2) = Pp (2) Ppiap, (Dnt2)+Pp (F1) Ppiar, (Dns2)-

Or, sachant P; N Py, D, 1o est impossible : on a obtenu une séquence PP aux lancers 1 et 2,
donc on en a au moins une dans les n + 2 premiers lancers.

D’autre part, de méme que précédemment, ’arrivée de F3 fait repartir de début avec seulement
n lancers restants, donc :

P(D,) = P(P1)Pp,(Dny2) +P(F1) PR (Dny2)

1
% (P (P2) Pryiory(Dsa) + Py (F) Pryor (Dua)) + 5 P(Dat)

DN | =

1 1 1 1 1
= —x(04+=P(D,)) +=P(Dys1) = = P(D,) + = P(Dps1).
5% (04 3P0 ) + §PDu) = [P + 5 PDL)

Enfin on obtient bien : 1 1
dpto = §dn+1 + Zdn-
Remarque : on pouvait considérablement simplifier le raisonnement et les écritures en considé-

rant directement le sce (Pl n PQ,Pl n FQ,Fl n P1,F1 N F2) ou méme (Fl,Pl N F27P1 N PQ)

On reconnait une suite récurrente double, dont I’équation caractéristique est :

1 1
m2:§x+1<:>4x272x71:0
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qui a pour discriminant et racines :

_2-v20 _2-2/6 145 1++5

et xy =

A=4—-4x4x(-1)=20 , x; 5 5 1 1

On en déduit qu’il existe deux constantes « et 3 réelles telles que pour tout n € N* :

145 1-v5)
e )

On reconnait deux séries géométriques, encadrons leurs raisons :

3<1+v5<4 <15 o —1<
4<5<9=2<VH<3= = —
—2<1-v5< -1 ~1l o < -1 —1<

0o

S

N|—=

4

IS

donc ces deux séries géométriques convergent, et la série de terme général d,, converge.
L’énoncé précise d’utiliser la question b pour obtenir sa somme, on va donc repartir de :
1

1
dpio = =d, —d,,.
+2 = 5lnt1 + 1

Pour faire apparaitre la somme, sommons cette égalité pour n allant de 1 & 400 :
+00 1 +o00 1 +o00
IR SYNTES I8
n=1 n=1 n=1

On effectue les changements d’indice n’ = n + 2 dans la premiére somme et n’ = n + 1 dans la
seconde, et on ne touche pas a la troisiéme (c’est celle qu’on cherche) :

+oo 1 +oo 1 +oo
SUEED SRS oS
n=3 n=2 n=1
On fait apparaitre les termes manquants par rapport & la somme cherchée dans les deux pre-

miéres sommes :
+oo 1 +o00 1 +o0
;dn—dl —dy = ;dn—dl +an::1dn.

Or on sait que d; = 1 et dy = % donc :

+oo 7 1 “+o0 “+oo
Dodn— =5 dn—5t ) dn
n=1 n=1 n=1

(T > n)U (T = 0) signifie que, soit un joueur gagne lors d’un lancer de rang supérieur a n, soit
aucun ne gagne. C’est donc le contraire de ’événement : " un joueur gagne entre les lancers 3
et n (car on ne peut gagner aprés le premier ou le second lancer).

Or pour gagner entre les lancers 3 et n, les deux joueurs ont besoin d’une séquence PP. Donc
si cette séquence n’apparait jamais dans les n premiers lancers, aucun joueur n’a pas gagné.

Considérons les autres cas. Si une séquence PP a eu lieu lors des n premiers lancers, elle fait
partie d’'une chaine du type
PPPPPPPPPPP

précédée d’un face ou bien commencant au premier lancer, et suivie d’une face.
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Si elle est précédée d’un face, il est immédiatement suivi d’'un double pile, donc le joueur J’ a
gagné. On en déduit que c’est impossible, et la chaine doit commencer au premier lancer.

Si le face qui suit arrive au lancer n ou avant, comme il est précédé d’un double pile, le joueur
J gagne. C’est impossible, et la chaine doit donc s’arréter aprés le premier lancer.

Finalement la seule séquence qui permet d’avoir eu un double pile au moins lors des n premiers
lancers, sans qu'un des joueurs gagne, est :

RlﬂRgﬂmﬂRn_lﬂRn:ﬂRi.

i=1

On obtient donc la décomposition suivante :
n
(T>n)U(T =0)=D,U (ﬂRZ)
i=1
La réunion est incompatible et les lancers indépendants, et finalement :

P([T > n]U[T =0]) = d, + (;)n

(b) On remarque que, avec une réunion incompatible, on a :
T>n)UT=0UT=n)=T>n-1)U(T=0)
On en déduit que :
P[T>n]U[T=0)+PT =n)=P[T>n—-1]U[T =0))

donc avec la question précédente :

1 1 2 —
1
— 27 +dn71 _dn
(¢) On cherche la probabilité de
“+o0
(T=0)=JT=n)
n=3

Par incompatibilité de la réunion, les 3 sommes étant convergentes, on obtient :

400 +o00 n  +00 +o0o
P [m} - Z:BP(T —n) = nz:; (;) +;dn_1 _ nz::gdn.

Avec le changement d’indice n’ = n — 1 dans la deuxiéme somme on obtient :

“+o0
411 1 1 1 3
P [(T = 0)} = X+ du—(5—di—da) = £ x2+(5—dy)~5tdi+ds = ~+dp = =45 = 1.
87 1—1 & 8 1 174

5. On remarque que, avec une réunion incompatible,

R )

un joueur gagne ” =" J gagne ” U” J’ gagne’
donc on obtient que :

1
1= 1 +P (" J gagne ”)

et enfin J' est gagnant avec une probabilité 3, donc J’ a bien un net avantage sur J.

Le paradoxe vient du fait que séparément, les séquences gagnantes des deux joueurs ont exactement
les mémes probabilités d’apparaitre pour la premiére fois & n’importe quel rang. Cependant comme
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7.

I’événement "J gagne" impose l'arrivée d’un double-pile qui augmente considérablement les chances
d’arrivée de la séquence gagnante de J’ précédemment, J’ posséde un large avantage.

En allant un peut plus loin, on peut remarquer que le jeu est décidé aprés les deux premiers lancers :
g’il y a eu un double pile, & la premiére arrivée d’un face, J gagnera. S’il y a eu un face, le premier
double-pile sera obligatoirement précédé d’une face, et J’ gagnera.

Cette fois les séquences gagnantes de J et J’ ont non seulement les mémes probabilité d’arriver pour
la premiére fois & chaque lancer, mais elles sont aussi et surtout parfaitement symétriques (ce qui
n’était pas le cas lors du jeu précédent). On peut donc affirmer que le jeu sera parfaitement équitable
(a condition que la piéce soit équilibrée évidemment).

(a) La question 4b donne P(T = n) en fonction de d,,, on part donc de :

(b) De plus on obtient

donc :

t(x) — (1)

t(x)

t(1)

+oo +oo 1n
PT=n)2"=0+0+ — | +dp—1—d,| "
> prne =003 [(5) v

400 1 n 400 +oo
Z <2$> + dp—12" — Z dpx”
n=3 n=3

n=3

z3 1 =

§XToE + nz_;dna:"“ — (d(z) — dyx — dpz?)
1’3 3 2

3 X572 + z(d(x) — d1x) — (d(x)x Ve >
x73 X #—ﬁ—xd(x)—m?—d(x)—i—x—l—%ﬁ

2 " 22-1) 4

% —2(2—2)2® + (2 — 2)2?
(x —Dd(z) +z + 22— 2)

3
L —da? +22° 4 322 — 348
(¢ — Vd(z) 4o+ 20 T=0 TOF 757

2(2 —x)
3 — 2? 2?(x —1)
(m—l)d(x)—i—x—f—iz(z_x) :($_1)d(m)+x+7g(2_@
(x—1) {d(m) + 2(21; x)} + .

+oo
=Y P(I'=n)=0+0+ Y  PT=n)-0=1

n=1 ne{0}U[3;400[

(@ —1) {d(x)—kz(;i;)}—kx—li(x—l) |d(@) + sy +1]

r—1

= =d(z) +

r—1 r—1

2

22-1)

(¢) Sur le modeéle de la partie I, d étant définie par une série, on revient a la définition de la
croissance : soient = et y deux réels de [0; 1] tels que = < y, alors par croissance de la fonction
x + z¥ sur [0; 1], pour tout k > 1 puis avec dj, > 0 :

xgyzxk<yk=>dkxk<dkyk:>2dkxk:

+oo

k=1

donc la fonction d est croissante, ce qui assure que sur [0; 1], d(z) < d(1).
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Enfin comme la série de terme général dja" est a termes positifs, sa somme partielle est toujours
inférieure & sa somme ce qui donne :

—+oo
YN 21, Y dpa® < dia® = d(x) < d(1).
k=1

On fait tendre x vers 17, et par somme de limites (finie) & gauche et par passage des inégalités

A la limite, on obtient :
N

YN 21, > dp < lim d(z) < d(1).

1
k=1 *

Enfin on fait tendre N vers +oo dans cet encadrement (la série est bien convergente, et les deux
autres termes sont constants) :

r—1—

gdk =d(1) < lim h(z) <d(1)
k=1

donc on obtient bien :
lim d(z)=d(1) =5.

x—1—
(d) On déduit de ce qui préceéde que
t(x) —t(1) x? 1 1 13
prv T s e e M LT b s R Sk

t est donc dérivable et 1, et sa dérivée vaut % La partie I appliquée & la variable aléatoire T
assure alors que 7" admet une espérance, et que celle-ci est égale a t/(1) :

E(T) =t(1) = ?

Partie IV : Simulation informatique

1.

2.

r y k i

(r=1)[1]0]1 A
AT (r=0) (01172 Zo) T
<r:1) 2102 (r=1)|1]2]3 (Til) 011]3

a) (T: ) L b)) (r=0)[0[1[4]| o (T: )

r=1)[210]3 v FoTTTs (r=0) 1124
(r=1)[204 L (r=0)[0]1]5
r=0) 311715 ET:(B 0 1S r=0) (11276
r=1)[23]38 (r=1)[2]3]7

Si on considére qu’obtenir 1 correspond & obtenir un Pile et obtenir 0 un Face, on constate que la
séquence " Pile, Pile, Face " intervient au cinquiéme lancer dans 1.a. et que la séquence " Face,
Pile, Pile " n’est pas apparu auparavant donc le joeur J a gagné au cinquiéme lancer. Pour 1.b.
et 1l.c., c’est le joueur J' qui gagne respectivement au huitiéme et septiéme lancer. La valeur que
prend k correspond dans chaque cas au rang du lancer ot 'un des deux joueurs gagne, z désigne le
nombre d’éléments de la séquence " Pile, Pile, Face " pour le joueur J et y le nombre d’éléments de
la séquence " Face, Pile, Pile " pour le joueur J'.

Il faut donc rajouter " le joueur J gagne " dans la premiére parenthése et " le joueur J' gagne
dans la deuxiéme parenthése.

Il affiche successivement " le joueur J gagne ", " le joueur J’ gagne ", " le joueur J' gagne ".

15



