2. La question précédente montre que le polynome P(x) = x

Correction DM ESSEC n°6

Exercice : HEC 2015

(a) Montrons que f est linéaire : soient z et y dans R™ et A\ un réel, on a :

A +y— (i(x\x+y)i>v:)\x+y— (i)\xﬂ—yi)v

i=1 =1

fAz +y)

AT +y— (AZzi+zyi>v:/\x+y—>\(Zazi>v— (ZyL>v
/\lx— (Z%)v +y— <Z%>U=)\f($)+f(y)

donc f est linéaire. De plus, pour tout € R, comme v € R", f(z) € R™ comme combinaison
linéaire d’éléments de R".

On en déduit bien que f est un endomorphisme de R™.

(b) Soit x € R™, on a :
fofl@)=[flf(@)] = flz - (Z%) v Zf(l“)—f((z:xi) v)=f($)—zxif(v)

n
car f est linéaire et Y z; est un scalaire.
i=1
n

or f(v) = v — (Z:lvz)v:v—lv:Odonc fof(x)=f(x)

2 — 2 = x(x — 1) est annulateur de f. Ses

racines sont 0 et 1, ce sont donc les deux seules valeurs propres possibles de f.

Il reste a vérifier si ils sont bien valeurs propres, en résolvant les équations f(z) =0 et f(z) = x. La

premiére donne :
n
T — E z;, lv=20
i=1

qui ne donne rien car on ne peut exprimer x en fonction des autres données. Il faut alors tenter des
vecteurs en espérant trouver une solution. v étant le seul donné par I’énoncé, on essaie de calculer :

f(v)zv—(Zm)v:U—lv:O
i=1

et v # 0, donc v est un vecteur propre associé a la valeur propre 0, et 0 est bien valeur propre. La
deuxiéme équation donne :

f(@) =2+ (ZJZ1>UO<:>Z£E1
=1 i=1

car v # 0. De nouveau il est compliqué de donner la solution "compléte", mais on peut trouver une
solution simple, par exemple e; — es = (1, —1,0,...,0) qui donne bien :

fle1—ea)=e1—ea—(1—140+4+...00v=€1—ea—0=¢e; — ey
et e; —eq # 0, c’est un vecteur propre associé a 1, et 1 est bien valeur propre. On obtient finalement :

Sp(f) = {0;1}.



3.

(a)

(c)

On procéde par double implication.

— Supposons que y € Im f, c’est-a-dire qu’il existe z € R™ tel que y = f(x). On calcule alors
f(y) : par 1b on a

donc on obtient bien :
yelmf= f(y) =y

— Supposons que f(y) =y, alors y s’exprime bien comme I'image d’un vecteur par f, c’est bien
un élément de Im f. On obtient donc

flyy=y=yeclmf

et enfin :
yelmf <= f(y) =y.

On a vu que 0 est valeur propre, donc Ey(f) = Ker f n’est pas réduit a 0, sa dimension est
supérieur ou égale a 1. Par théoréme du rang on obtient alors :

dim(Im f) = dim(R") — dim(Ker f) = n — dim(Ker f) < n — 1.

On utilise la caractérisation de la question 3a. Pour tout ¢ € [1;n—1], on cherche les coordonnées
de (e; — €;41) puis on calcule son image :

€; —€i+1 = (0,...0,17—1,0,...,0)
donc la somme de ses coordonnées vaut 0. On obtient alors :

flei—eir1) =e;—eipy1 — (0)v=1e; — €1

m

et e; — e;4q vérifie f(y) =y, ¢’"est bien un élément de Im f.

On vient de trouver (n—1) vecteurs de Im f, qui forment une famille libre car ils sont échelonnés.
On en déduit que la dimension de Im f est supérieure ou égale & n — 1. Avec la question 3b, on

en déduit que :
dim(Im f) =n —1

et la famille (e; — €;41)1<icn—1 est une famille libre de Im f, et son cardinal est égal a la
dimension de Im f, c’est donc une base de Im f. Enfin on obtient :

rg(f) =dim(Im f) =n — 1.
Par théoréme du rang, on en déduit que Ker f est de dimension 1.

Or la famille (v) est une famille de Ker f par question 2, libre car constituée d’un seul vecteur,
non nul, et son cardinal est égal a la dimension de Ker f. C’est donc une base de Ker f.

Les valeurs propres de f sont 0 et 1. On a déja calculé :
Eo(f) = Ker f = Vect(v).
D’autre part par question 3a, on a :
yeEi(f) = fly)=y<=yclnf

donc
Er(f) =1Im f = Vect[(e; — €i+1)icin1;n-1]

La somme des dimensions des sous-espaces propres de f vaut donc 1 4+n —1 = n = dim(R"),
donc f est diagonalisable.

5. On calcule pour tout i € [1;n] : comme e; = (0,...,0,1,0,...,0) la somme de ses coordonnées vaut

1 et on obtient :

n i—1 n
flei) =e; — Z(ei)j v=e —v=e¢ —(V1,...,0,) = Z —vje; + (1 —v;)e; + Z —vje;
j=1

Jj=i+1



ce qui montre que M est une matrice comportant des colonnes toutes égales aux coordonnées du
vecteur v, sauf sur la diagonale ou on rajoute 1, ce qui donne :

(%1 ...
M=1-
Un ... Up

Dans la base de vecteurs propres, la matrice de f est diagonale, et on trouve les valeurs propres de
f sur la diagonale : comme Ej est de dimension 1 et F; de dimension n — 1, on obtient :

0 0
0 1 0
M =
0 0 0
0 1
Probléme : ESSEC II 2006
I Probléeme 1 Distance en variation et couplage
1 Partie 1 Dzistance en variation

1. Lorsque K ={0;1}
ona D (P,Q) =% (lpo — ql + Ip1 — @1])
et comme pg+py =lonadoncpg=1—pret ¢gop=1—q.
Donc D (P,Q) = % (lg1 — p1l + Ip1 — q1]) = |p1 — 1| (car |—z| = |z| pour tout = réel ).

2. Lorsque K =N |
Pour tout k € IC, on a 0 < |pr — x| < |pk| + |qx] = pr + gi (inégalité triangulaire)
Comme les séries de terme général py et g convergent, celle de terme général py, + g également.
Et par majoration des termes positif d’une série, la série de terme général |py — gi| converge.

3. Pourtout A€ A, ona0<P(A)<let0<Q(A)
Donc -1 < P(A) —Q(A) <1 dou |P(A) —Q(A)]
On a bien [P (A) — Q (A)| € [0,1].

<1
< 1 (équivaut en fait)

4. Pour tout A € A,
P(A) = > pi et en s’inspirant de la question 1) > pr=1— > pi (et de méme pour Q )

keA keA keA
Donc P(A) —Q(A) = > (pr — qr) d’une part
keA
et P(A)—Q(A)=1— > pr—1+4+ > a= > (g —pr) = — > (pk — qx) d’autre part.
keA keA keA keA
Done 2[P (4) = Q (A)| = [P (A) = Q(A)| + [P (A) = Q(A)| = | X2 (px — )| + | 2 (pr — ar)|:
keA keA
5 OnaD(P,Q)=3 > [pr— ql et K=AU A (disjointe)
keK
Donc D (P,Q) = (Z lpk — ak| + X2 |pk_Qk|>
keA
Et comme Z \pk—qk|2 E — Qk a]OI‘SQD(P,Q)Z k— k|t Epk_Qk' 22|P(A)—Q(A)|
keA keA

6. Soit A={k|keKetqgr>pr}

On a alors pour tout k € A : |pr, — qx| = — (pr — q&) et pour k € A, |px — qx| = pr — qx (car dans A,
qr > pi est faux)

Donc

D(P,Q) = <Z|pk—qk+2pk—%|> ( Zpk—qk+ Zp/c—%>

keA keA



+ 120 Pe —

keA

D(PQ)=14 (

>=IP(A)—Q(A)I

> Pk — Gk
keA

car > pr—qr <0et > pr—qr>0.
keA keA
7. On réutilise la question précédente :
Avec A={k|keKetqg >prtonaD(PQ)=|P(A)—Q(A4)
Orpour k € A:pp Aqr =pr et pour k € A: pp A qp = Q.

Donc 1 =Y (pe Aqe) =1— 3 pe— > qw et comme 1 — > pp =P (A) = 3 p
keA keA keA k€A

alors 1 — Z(pk /\Qk) = Zﬁpk —qr = Q(A) — P(A)
keA
Et commeici Q (A)—P (A) => qz—pr > 0et Q(A)—P(A) = |P(A) — Q (A)| on a bien finalement :

D(PiQ)=1- prAa
ke
8. D(P;Q) =1-> (pr A qr) suggere de passer par I’événement contraire.
(L’événement X =Y est d’autre part plus facile & décomposer que (X #Y) )
PX#A#Y)=1-P(X=Y)
On décompose (X =Y) = |J (X =kNY =k) (disjointe) donc P (X =Y)= Y  P(X =kNY =k)
keX kex
Et comme P(X =kNY =k)<P(X=k)=p, (car ( X =kNY =k)C(X=k))
et QX =kNnY=K<QY =k)=q
alors P (X = kNY = k) est inférieur au plus petit des deux :

P(X=kNY =k) <prAq

et en assemblant :

PX#Y)=1-P(X=Y)=1- S PX=knY =k >1- 3 prAqy=D(P.Q).

keK keK
2 Partie 11 Couplage binomiale-Poisson
1. Soit Y7, -+, Y, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Poisson de parameétre A\/n ,

n
Alors " Y; suit une loi de Poisson de paramétre la somme des paramétres : A.
i=1

2. Soit f(z)=1-(1—z)exp (z) pour tout z € R.
f est dérivable sur Ret f' (z) = e — (1 — x) e® = xe® > 0 sur [0; 1], donc f est croissante et f(0) =0
et f(1) =1, donc pour tout z € [0,1] : f(x) =1— (1 —x)exp(x) € [0,1]

3. Par définition, (les seules valeurs de X sont 0 et 1) X; suit une loi de Bernouilli.
Reste a déterminer le paramétre P (X; = 1); on passe par P(X; = 0) donné par I’énoncé :

PX;=0)=P{U;=Y;=0)=P{U;=0nY;=0)=P{U; =0)P(Y; =0)= (1 — f(\/n))e "
P(X;=0)= [1_(1_(1_%)e>\/n)]e—/\/n:1_%.

doncP(X;=1)=1-P(X;=0)=2
Donc X; suit une loi de Bernoulli de paramétre \/n.

n
Par indépendance des (X;) on a alors > X; suit une loi de binomiale de paramétres (n, A/n).
i=1

4. Comme les valeurs de X; sont 0 et 1,

PX;=Y)=P([X;=0nY;,=0U[X;=1NnY; =1]) = P([X; =0]U[Y; = 1]) incompatibles donc



PX;=Y)=PX;=04P[Yi=1=1-242e M et P(X; #Y;) = 227V =2 (1 — V7).

Reste & montrer que 1 — e~* < x pour tout x > 0 :
Soit g (x) =x — 14 e~ dérivable sur Ret ¢/ () =1—e* >0 pour z >0
Donc g est croissante sur RT et comme ¢ (0) = 0 alors g > 0 sur R*.

Done 1 —e /" < 3 et P(X; #Yi) < 3

n n
5. Si > X; # > Y, alors, pour au moins un des i : X; #Y;

i=1 i=
Donc <Z X; #ZK) C (U {X; 7£Y,}>, et P (X:X7 %ZK) <P (U {X; 7£Y7}>
i=1 = i=1 i=1 i= i=1
6. |J {X; #Y;} n’est pas une réunion d’incompatibles.
i=1

Mais comme P (AU B) =P (4)+P (B)—P (AN B) <P (A)+P(B) pour tout A et B événements
alors :

P(D{Xi#Yi}> siP(Xiyén)etdoncP(iXi#in)siP(XﬁéYi)sizi ey
=1 =1 =1 1= =1 =1

N.B. 1l faut comprendre ici, que la distance entre deux lois, est celle entre les probablités définies
par ces lois.

(P définie par P ({k}) =P (X = k) pour tout k € Nou X — B(n,A/n) et @ par Y qui suit une loi

Poisson de paramétre \)
n n

Soient X = ZXi<—>B(n,)\/n) et Y = ZYZ.(_yp()\)

=1 =1

OnavuqueD(P,Q)SP(X#Y)g’\%.

Donc D (B (n, A/n),P (X)) < 22,

— n

7. Quand n tend vers l'infini, cette distance entre les deux lois tend vers 0.

Cette distance étant la somme des écarts entre les probabilités données par les deux lois, l'erreur
que l'on fera en employant P au lieu de B tendra vers 0.

On emploie souvent ces lois pour une somme de termes. La, la convergence se fera bien.

Par contre, pour des sommes construites a partir de ces lois (espérance par exemple), la convergence
n’est plus assurée par ce résultat ....mais I’est par le calcul, les deux ayant une espérance de .

IT Probléme 2 (Couplage exponentielle-normale)

1 Partie 1 Quantiles gaussiens
1. ® est dérivable sur R et sa dérivée est ¢ > 0.
Comme @ est une fonction de répartition alors lim ® = 0 et Hm d=1.
— 0o oo
Donc ® est continue et strictement croissante sur R. Donc bijective de R dans } lim @, Em ¢ [ =10,1].
— 00 (oo}
(Cela garantit que Y est bien définie puisque 1 — @ (z) > 0.)

2. Soit F' la fonction de répartition de Y.
Pourtoutz € R, F (z) =P (Y <2)=P(9(X)<2)=P(-In(1 - ® (X)) <z)=P(In(1 — & (X)) > —x)

=P1-9(X)>e®)=P((@(X)<1—e%).
Pour prendre I'image par la réciproque, on a besoin de 1 —e™® €0, 1] ce qui équivaut a « > 0.

—pour z < 0: F(x) =0 car &(X) > 0.



3.

—pourz>0:F(2) =P (X< '1(1-e™)=0(d'(1-e")=1-€¢"
et on reconnait bien 1a la fonction de répartion d’une variable suivant une loi exponentielle de para-
metre 1.

(a)

la formule ressemble au résultat d’une intégrationpar parties.
+oo +oo _
Onal—@(m):P(X>x):fm o (t)dt = Wf et /24

. N . . 2 . . P
et on fait apparaitre un ¢ qui se mariera avec le e~ t°/2 pour faire apparaitre une dérivée de
composée.

1
1-®(x / te /22t
\/27r t
Puis on repasse a 'intégrale finie pour intégrer par parties :
avec w/ (t) =te " tu(t) = —et/2 v (t) = 1:0(t) = 3 et u et v de classe C* sur [z, M];
M 2 2 2
M, _42/91 _ _42/91 M —t%/2 —a2/2 4o ,—t2/2 _too 4279
et = | et M e e [ el = [ e R,

(Pintégrale converge par majoration par ¢ (t) ) et en divisant par /27 :

+oo
1_©(x):<p(96)_ (p(t)dt pour tout > 0
x - 12

On montre tout d’abord que f;oo t2pt)dt <x73 f:oo to(t)dt:
sur [z, +ool 1 t72 =t73t <273t car t — t~3 y est décroissante.
donc ¢~ gp(t) <z 3tp(t) (car p(t)>0)

Etf dt<x_3f to(t)dt pour M >z

Et comme fx © (t) dt converge, par passage a la limite dans I'inégalité :

+o0 L [T
/ t*%(t)dtgaﬁd/ to(t)dt

x

.En multipliant par /¢ () on obtient :

PUB) e,

— >

¢ (z) ¢ (z)

d’ott les deux inégalités :

z(1—®(x)) x [Tt
7§1carm/z t—dtZO

°Q c@ ) e
Wzlsf(x)/ tolt)di

“+o0o
Dans cette derniére inégalité, reste & montrer que / t (t)dt <1 pour tout x > 0
x

1
¢ ()
En fait, on a f:ootcp(t) dt = ¢ (z)

En effet ¢ (z) = -1 e=7/2 et (x) = %6’12/2 = —zp (z) dérivée que 'on intégre.

3

[Pt (t)dt et v =) >1-a272

M
Donc tp(t)dt

e (x) — (M) mﬂp( T) =

Enfin on obtient 1 — I% < 2(1-%(@)) <1 pour tout x > 0.

»(x)
z(1—®(x))

1 c’est & dire que
® (x) z—>400 4

Comme 1 — % ——— 0 alors par encadrement,
% x—+oo

1 —®(2) ~ ¢ (x)

r—+o0 X

1-@

p(1-8 @) _
v (2)

et comme la fonction In est strictement croissante sur R, pour « > 1 on aura 1 — 272 > 0 et

(1 4) em (20520 o

On reprend 1 —z72 <



tous les termes du In étant strictement positifs,

In (W) =ln(x)+In(1—-®(z)) —ln(p(x)) =h(z) —g(z) —In (\/%e’wrz/?)

2

In (73:(1;((1;%9”))) =In(x) —g(x)+ %ln (2r) + %

d’out I'inégalité demandée : In (1 — %) <In(z) —g(z) + sIn(2m) + % <0

xT
dans laquelle on isole g (z) :

ln(x)+%ln(27r)+%2—ln(1—%)>g(x) In(z) + 4 In (27

x

x2/2 ~ x2/2

Le minorant et le majorant tendent vers 1 facilement donc, par encadrement,

.1‘2

etg(z) ~ —

x40 2

2 Partie 2 Inégalité de transport.

1. h est continue sur |0, +oo[ comme somme de fonctions continues.
h(t)=tln(t)—t+1 — 1 =h(0) donc h est continue en 0 et sur [0, +oo].
t—0

Pour déterminer son signe, on étudie ses variations :

h est dérivable sur ]0,+oo[ et b’/ (t) =1+ 1n(t) — 1 =1n(¢) d’ou le tableau de variations :

t 0 1 +00
K (t)) — 0 +

et donc h > 0 sur Rt.
Donc h est une application continue de [0, +oo| vers [0, +o0].

2. g(x)=—In(1—¢(z)) et f(x) =e * pour x > 0 et 0 sinon. On a vu que 1 — ¢ (z) > 0.

Donc g est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et :

gl (1’) - 7% (730/ (Cﬂ)) 1o

Et comme 1 — ¢ (z) €10,1] alors In (1 — ¢ (x)) < 0 et g (z) > 0 donc :
flg(x) =e 9@ = (-2@) =1 _ ().

Donc pour tout z réel, ¢’ (z) f (g (z)) = ¢ ().

3. L’intégrale K (f, ) est impropre en +oo.

w(x)h(ig) — () h(0) = p(x) sia <0

—1
x2/2 x—+o00

L’intégrale converge donc en —oco car fi)oo o(x) dx converge (et vaut 1/2). D’autre part pour z > 0 :

w(x)h (%) =@ (z)h <;E:: ) =e %In (;(;:)) —e T4 p(x).
et en +oo les intégrales de © — e~ et de © — ¢ (x) convergent.

—x

Reste e *In (156_%) =e* (—x + %2 +1ln (27r))
V2w

et comme les intégrales de x — z¥e~* convergent pour tout k € N alors K (f, ) converge bien.



La suite est absolument infame, et il faut la fuir comme la peste le jour du concours! Voila le calcul :

K(f,p) = /+OO w(x)h <:;Ei;> dx que 'on découpe en 0 pour f.

/_OOO o () h (0) dz + /;OO [e—wln (;E;) et (m)} dx

/_Ooogo(x)dx—i-/OJroogo(m)da:—/O+Ooe_g”dx+/0+ooe_”ln (;E;)da;

/+OO o (x)dx — /+°° f(x)de+ /+OO f(x)In <f (x)> dz (lois normale et exponentielle)
0

- o ¢ (z)

1—1+/0+Oof(x)ln<£g;>dx

que l'on transforme par le changement de variable z = g (¢t) sur [M, N] avec M — 0 et N — +o0.

on se souvient que g est continue et strictement croissante sur R avec ljm g=0et Em g = —+oo0.
r—e “ln ( Eg) est continue sur g [g71 (M), g~! (N)] et g est C* sur [g7! (M), g7 (N)];
N (z) — (9 I(9(®) 9 (N) f(g(®)
Ju § (@) ( >) do = [0 1 (g (0)n (w(fﬂﬂ)) g )dt= [ i@ ) (w(fz(t))) dt.
)=

car g’ (z) f (9 (z)) = ¢ (2).

+oo
or g~ (M) SYETS et g~ (N) m ~+oo et comme K (f, @) converge alors / v (z)In [f(:v)ﬂ dx

— 00

converge et

K (f,0) = /mm) In [f%"(x;;] iz

oo ¢ (g(x

4. f+°° ¢ () (x — g (2))? dz est impropre en +oo.

— 00

— En 400 : on a g(x) e %2 alors @ — g(z) = © — & + o(2?) = =% + o(z?) ~ —”2—2, puis

(@) (& — g(x))? ~ L p(x).

L’énnoncé nous donne la convergence de f0+°° 2% (r) dz (moments de la loi normale, qu’on sait
d’ailleurs prouver sans probléme).
Donc, par comparaison de fonctions positives, f0+°° @) (x—g (95))2 dz converge.

- ¢(x) —— 0donc g(z) =—In(1 — ¢ (xr)) —— 0. En suite on a :

T—r—00 T—r—00

p@) (=g @) =@ (1-92) ~ o)

Tr—r—00
L’énnoncé nous donne la convergence de ffoo 22 (v) dx
Donc, par comparaison de fonctions positives, f?oo px)(z—g (a:))2 dx converge.

Finalement, fj:oo ¢ (x) (x — g (2))? dz converge.

Y =g(X) et donc (X —Y)?> = (X — g(X))>.
D’aprés le théoréme de transfert (hypothéses :
— 2 — (z — g (2))? est continue sur R; (un nombre fini de discontinuité est permis)

- fj;o ¢ (2) (x — g (2))? dz est absolument convergente ;
— X a pour densité ¢ donc :

(X —Y)? a une espérance et E ((X Y) ) fi: o (z) (z — g () de.

5. L’intégrale est impropre en 400 et ¢’ (z) =



22) alors ¢ (z) = lfg&) ~ z quand z — +00.

x

—en+ooonal—y(zx) ~
Tr—+00

On en déduit que 1 — ¢'(z) =1 —x4o0(z) = —x+0o(x) ~ —x, puis p(z)(1 — ¢'(x)) ~ —xp(x) dont
Pintégrale converge en +oo et par comparaison de fonctions positives, f0+oo p(x)(1—¢ (z))dx
converge également.

~ En —oo:p(z) = 0et1—®(x) = 1donc ¢ (z) = 1‘_"((;()95) —0etp(x)(1—-¢ (x)) ~¢(x) et par

comparaison de fonctions positives, f_ooo ¢ (x) (1 — ¢ (z)) dx converge également.
Enfin fj;o o (x) (1 — ¢ (z)) dx converge et est égale a fj;o (x—g(x)xp(z)da.
. On démontre le résultat suggéré :

Soit k(u) =u—1—1In(u)
k est dérivable sur ]0, +oo et k' (u) =1 — 1 = “=1 d’o le tableau de variations :

U 0 1 +00
k' (u)) - 0 +

donc k > 0 et In (u) < w — 1 pour tout u réel strictement positif.

On utilise alors ¢’ (z) f (g (x)) = ¢ (x) :

K (f9)=[77¢(z)n [iﬁf}ﬁﬁm dr = [T ¢ (x)n {%} dw= [ {cp (z)In L(,Z’;@))J — ¢ (2)n(g’ (w))} da.

car les termes du In sont positifs.
Et comme In (¢’ (2)) < ¢’ (x) —1 et —p(z) > 0 on a donc —¢ (z)In (¢’ (x)) > ¢ (z) (=g (x) + 1)
les intégrales étant convergentes,

+oo
o (@) Infp (z) /o (g (@) de + / o (@) (~g' (2) + 1) 2 () da

—00

+oo

K(f,w)z/

—00

. Nouvelle question infame, & fuir comme la peste.

On transforme f_Jr;o ¢ (z) (1 — ¢ (z)) dz par intégration par parties :
Soit v’ (z) =1—¢' () :u(x) =z—g(x):v(z) =¢(z) et v/ (z) = —2p (z) avec u et v de classe C*
sur R donc :

S e @) (1 =g (@) de =@ =g @) e @] — [y — (@ —g(@)vp (z) do
Jar e (@) (1= g (@) dz = (N = g (N)) o (N) = (M — g (M)) ¢ (M) + [y (x — g (2)) 2 () da.

Il faut déterminer les limites quand M — —occ et N — 4o00.

Préliminaire :Comme ¢ (z) = \/%e_ﬁﬂ on a donc "¢ () — 0 quand x — £o0.
(Au choix,
— on fait entrer le # dans Pexponentielle 2™ = e”™(®) pour z > 0 et changement de variable t = —x

pour z < 0, puis on factorise dans ’exponentielle
~ on fait un changement de variable ¢t = 22/2 et 2 = +v/2t"/2d’ott ze~* /2 = /2t"/2 /et avec la
croissance comprée t"/2 = o (et)
Et comme g (N) ~ N72 on a comme précédemment (N — g (N))p(N) = ¢ (N) NTZ (--+) — 0 quand
N — +o0
Avec g(M) =0 quand M — —occona (M —g(M))e(M)=o(M)M (---) = 0 quand M — —c0.

Enfin fj_;o (x — g (x)) zp () dx converge par comparaison de fonctions positives 1a encore.



On obtient enfin fjooj o)1 —g (z)de = fjooj (x — g (z)) zp (7) da.

Donc
—+o0

400
zaﬁmz[ wmmwuwwmeM+/ (z — g () 7 (2) da

— 00

On développe

—z%/2 2 2
_ e _ oz g (x)
lmwwmme—mLﬂmm]—
et il reste donc
2

/J:ng(x) [x;Jrg(;)erng(x)] de = /+001<122:L'g(x)+g(:c)2)<p(x)dx
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