Correction DM ESSEC n°7

Exercice :

1.

5.

E est de dimension n + 1 et sa base canonique est la famille (P, Py, Ps, ..., P,) ot P;(x) = z*.

. Pour tous P,(Q € E et tout réel ),

AP+ Q) = (AP + Q) = AP + Q' = \d(P) +d(Q)

donc d est linéaire.

De plus pour tout P € E, deg P < n donc degd(P) = deg(P’') < n—1, et d(P) € E, donc d est une
application linéaire de F dans F, donc un endomorphisme de E.

e Pckerd < d(P)=0« P' =0« P = constante .

Ainsi, ‘kerd = Ro[X] ‘ et ‘dim(ker d) =1 ‘

Par théoréme du rang, on a donc dim(Imd) = dim(R,[X]) — dim(kerd) = n or on remarque que
Imd C R,,_1[X] car pour tout P € F, degd(P) =deg(P') <n—1:

conclusion : Imd C R,,_1[X] et ces deux e.v. ont méme dimenion donc Imd = R,,_1[X].

. Deux possibilités :

e Soit on passe par la matrice : on écrit la matrice A de d dans la base canonique de E. On remarque
qu’elle est trinagulaire supérieure avec des coefficients tous nuls sur la diagonale donc Sp(A) = {0}.
e Soit on utilise la définition des valeurs propres d’une application linéaire :

A est valeur propre de d si et seulement s’il existe P # 0 tel que d(P) = AP < P’ = AP mais comme
P # 0 alors deg(P') < deg(P) donc si A # 0, deg(P’) < deg(P) = deg(AP) : contradiction.

La seule valeur propre possible de d est donc 0, qui est bien valeur propre de d car kerd # {0}
d’aprés 3.

Dans tous les cas Spd = {0} et Ey(d) = kerd.

(a) d*(P) =d(d(....d(P))) = P'k).
Pckerd® < P®) =0 P e Ry_1[X]. |kerd® =Ry_1[X]|

e Soit enfin P € d(ker d*), alors il existe @ dans ker d* tel que P = d(Q).
On en déduit que d*(P) = d*(d(Q)) = d**1(Q) = d(d*(Q)) = d(0) = 0, et P € kerd".
On en déduit bien que d(ker d*) C ker d*.

(b) Si deg P =7, on a de maniére évidente pour tout k € [0;7], deg(d*(P)) = r — k (donc aucun
n’est nul puisque le degré minimal est 0, qui représente une constante non nulle).

T .
On pose alors Ag, ..., A, tels que > A\ d"(P)=0.
i=0
Supposons que 'un au moins des A; soit non nul, on peut alors poser j le minimum des indices
pour lesquels \; # 0. La relation s’écrit alors :

T
Nd'(P)+ > d'(P)=0
i=j+1
avec le premier terme de degré r — j > 0 (la constante est non nulle) et la somme qui représente

un polynéme de degré inférieur & » — j — 1, donc on obtient que le polynéme nul est de degré
r — j, ce qui est absurde. On en déduit finalement que la famille est libre.



6.

(a) Soit @ un polynome non nul de F, alors comme dim(F) = 1, F = Vect(Q).
On a alors d(Q) € F = Vect(Q), donc il existe A € R tel que d(Q) = AQ.

Q est donc un vecteur propre de d associé a la valeur propre A, donc A = 0 puisque Sp(d) = {0},
donc Q € Ey(f) = Vect(P).

On en déduit que :
F C Vect(Py) et dimF =dimVect(Py) =1 donc F = Vect(Py) = Ro[X].

(b) Supposons que F ne contient aucun polynome de degré supérieur ou égal a 1, alors F' C Ry[X]
de dimension 1 et dim F' < 1, ce qui est absurde.

Soit alors @ un polynome de degré r supérieur ou égal & 1, la question 5) montre que la famille
(d'(@))o<i<r est libre, et ce sont tous des vecteurs de F puisque d(F) C F donne :

QeF=dQ eFcd*(QeF=..—=d*Q) eF.

On en déduit que r < 1, sinon on obtient une famille libre de trois vecteurs ou plus dans un
espace de dimension 2, ce qui est absurde.

Enfin on sait que r > 1, donc r = 1 et la famille (Q, d(Q)) est libre et de cardinal 2 donc c’est
une base de F.

Enfin comme @ est de dimension 1, il s’écrit QQ = aP; + bPy avec a # 0, donc :

F = Vect(aP, + bPy,aPy) = Vect(aPy + bPy, Py) = Vect(aPy, Py) = Vect(Py, Py) = Ry [X].

Probléme :ESSEC I 2013

Introduction

On s’intéresse dans ce probléme & la détermination de lois de probabilité composées qui interviennent en
particulier dans la gestion du risque en assurance et en théorie de la ruine.

On étudie le modéle suivant :

le nombre de sinistres & prendre en charge par une compagnie d’assurance sur une période donnée
est une variable aléatoire N & valeurs dans N ;
les cotits des sinistres successifs sont modélisés par une suite de variables aléatoires (Ug)gen+. On
suppose que les variables Uy sont & valeurs dans N, indépendantes et identiquement distribuées, et
sont indépendantes de NNV ;

n
Ou pose, pour tout n € N*| X,, = > Uy, et Xy est la variable certaine de valeur 0;

k=1
la charge sinistrale totale pour la compagnie d’assurance sur une période est donnée par la variable

aléatoire X définie par :
N
X=> U
k=1

et ’on précise que X = Xy = 0 si N prend la valeur 0.
On dit que X suit une loi composée.
Pour tout entier naturel j, on pose p; = P(N = j), ¢; = P(U1 = j) et r; = P(X = j).

Partie I - Des exemples

Dans cette partie I, on suppose que les variables Uy suivent une loi de Bernouilli de paramétre p, ou p est
un réel de Pintervalle |0; 1[.

1.

X, est une somme de n variables de Bernouilli indépendantes et de méme paramétre p donc X, suit
la loi binomiale de paramétres n et p.



2. Avec le systéme complet d’événements (N = n),>¢, les probabilités totales donnent :

+oo
rj =P(X =j) =Y P(N =n)Pyen)(X =)
n=0

On remplace X par sa valeur :

400 N oo n
n=0 i=1 n—0 =1

puis N est indépendantes des variables (U;) donc :

+oo n +oo
=Y b (zu— :j) = SR =
n=0 i=1 n=0
3. Dans cette question 3, on suppose que N suit la loi binomiale de paramétres m, entier naturel, et

m, réel dans |0; 1[.
Soit j un entier naturel.

(a) On a alors N(Q2) = [0;m] donc p, = 0 pour n > m et enfin :
5= ZPHP(Xn =7)
n=0
avec pour tout n € [0;m], X,, — B(n,p) et n < m < j donc j ¢ X,,(Q2) donc :

rj:ianOZO.
n=0

Remarque : en comprenant bien ’énoncé, on a au maximum N = m sinistres, chacun cotitant 0
ou 1 & ’entreprise donc la charge sinistrale totale ne peut excéder m, ce qui explique le résultat
obtenu.

(b) Sur le méme principe, j € X,,(Q2) si et seulement si j < n, donc :

o R0 (() R B (0 )

n=j J
= ijj e S

(c) On simplifie :

(?) (TD - j!(nnijﬂ ) n!(mmi )l i —f;ém “n)!

et

(NP
iJ\n=3) gHm=pt" (=7 m—j-—n+j! jn—75m—n)
et les deux quantités sont égales.

(d) On remplace dans I’expression de r; :
D D ) L ] (e i
—\J n—j
=j
puis on sort le facteur constant p’ (T]”) et on change d’indice : £ =n —j :
m ; iy m—j . .
ry = ( ‘)pf >« —p>f( , )wfﬂu — )
J £=0
On sort le facteur 77 et on rassemble ¢ avec p :

() oo -

J

n= (") o

£=0



(e) La formule du binéme de Newton donne alors :

S§<m2j>Rl_mﬂéa—wa“”=Uﬂ—phk+ﬂ—ﬂ0mj:(l_mﬁmj

=0
puis comme 7; = 0 pour j > m et r; # 0 pour j € [0;m], X(2) = [0;m] et :
. . m . m—j
v e ol POx=) =5 = (")) (1-pm)

donc X — B(m, pr).

4. On suppose dans cette question 4 que N suit la loi de Poisson de paramétre A, réel strictement
positif.

(a) On reprend le résultat général de la question 2, et on remplace par les nouvelles valeurs :

Comme a la question 3)b), P(X,, = j) = 0 lorsque j > n donc pour n < j — 1 et on obtient :

+oo +oo A" n ] )
=Y pPXp=j)=) e — X <j>p] (1—p)n’
n=j n=j ’

N I L o1 n!
P Z AT (1 — )V = :
n=jy :

N R S n=g
rj=e i Z(n il [A(l—p)} .

n=j

(b) On effectue le changement d’indice k = n — j et on fait apparaitre une série exponentielle qui
converge donc :

+o00 . +00 k
1 na (A1 —p)] A(1-p)
2 ) B D D e
n=j k=0
ce qui donne X (92) = N et
. . a0, Ap)
VieN, P(X=j)=r=e » Ap) j!) —e x (AP)! j!)
donc on reconnait que
X < P(\p)

Partie IT - La loi binomiale négative

On généralise la définition des coefficients binomiaux aux nombre réels en posant, pour tout y réel et tout

k—1
, (v _ L . v\ _
entier k € N* : <k‘) =7 g(y i), et <0> =1.

5. (a) 1 Posons u/(t) = (x — )" = —(~1)(z — )" et v(t) = (1 — 1)~~~ , alors u(t) = — E-0
et v/(t):(—c—n—l)(—l)(l—t) c—n—2 — (C“l‘ﬂ"‘l)m
u et v sont de classe C! sur [0, 1] comme composées de fonctions de classe C* avec 1 —¢ > 0
cart<letx—t>x—1>0car x < 1. Donc par intégration par parties :

z T "Jrl c+n x nt1
STl (yo(t)dt = A — _%] + [ Mdt:

(n+1)(1 (n+1)(1—t)ctnt2
"t ct+n+1

n+1 n+1 InJFl




ii. e Initialisation :

0 _ex
S (HE ek b e =14 [f(1—t) " ldt=1+c [—7(1:2 }0 =1+(1-2)°-1=
k=0

1
(=)

e Hérédité :
Sopposons qu’il existe un rang n tel que :
1 " letk—1\ , c+n
= 1
1—a) Z;( k >x*c n )

alors

1 “letk—1\ , [ct+n\ /2" c+n+1 “letk—1\ ,
E—— I, =
(1—x)° Z< k >x +C< n >(n—|—1Jr n+1 "t kg(] k S

k=0

avee 267 (") = (11 = (TR et S () = (41 done

1 “fet+k—1\ . [ctn+1-1 11 c+n+1 Rletk-1
_— = n In =
(1—2x)° ;( k )x +< n+1 ):r e n+1 1 Z k

=0 k=0

(b) Commencons par la gauche : on a 0 < ¢ <z < 1 donc :

-1
z—t>0 e 1—t>0 donc %20
Ensuite pour la droite on écrit :
z—t r—t—x(l—1t tx—1
cres itz o L Hem D)
1—1¢ 1—x 1—t

Or on a vu que le dénominateur est strictement positif, ¢ est positifet 0 <z < 1ldoncx—1 <0
et par produit et quotient on obtient bien :
t(x—1) x—t

<0 <=
1-—1¢ 1-—t

<z

et on rassemble : ;
0< T <z
1—1t

Ensuite on le place & la puissance n (c’est une fonction croissante) :
x—t\"
0s (1 - t) se

(x —t)™ o ™
(1 — t)etntl = (1 —t)et?

puis on multiplie par W >0:

0<

Enfin on sait que ¢ < x donc 1 —¢ > 1— 2 > 0 et en passant & I'inverse décroissante sur R’}
puis & la puissance ¢+ 1 :
1 1 1 < 1
(1—t) 1-x (1 —t)etl = (1 — g)et!

et en multipliant par 2™ > 0 on obtient finalement :
(x —t)™ ™ a”

0< (]_ _ t)c+’l’b+1 = (]_ _ t)chl < (]_ _ x)c+1

On intégre alors entre 0 et = (bornes dans l'ordre croissant et on obtient :

" z
0, < — 1dt
(1 —z)ett /0

xn—i—l

et enfin :
0< 1, <

c c+n |
n+1\ n )
k c+n-+

xr+c
n + 1



(¢) i. Pour tout n € N* on a :

<czn> :;nHl(chn—i): (ﬁnll> . (ﬁ(0+n_i)>

=0 =0 =0

On rassemble :

n—1 . n—1
c+n c+n—1 c
= —_— = 1
( n ) E) n—1i EJ( +n—i>

Enfin on effectue le changement d’indice k = n — 4 et on obtient :

(c + n> H (1 n )
ii. On considére la fonction g : t — In(1 +¢) — ¢t sur R4, qui est dérivable et :
1 1-1—-1¢ t

/t :771: = — 0
9 =1 11t 11t

donc g est décroissante sur R4, et g(0) = 0 donc pour tout ¢t € R :
g(t) <g(0)=0<=In(1+1¢t) <t

iii. contrairement & ce qu’on pourrait croire, il ne faut pas appliquer le i) mais écrire : par
décroissance de t — 1t,

qu’on intégre entre k — 1 et k avec des bornes croissantes :

ko 1
/ = dt =n(k) —In(k — 1) > 7/ dt = =
k-1t k Ji_1

<lnk—In(k-1)

et on obtient donc : )
k

On somme alors ces inégalités pour k allant de 2 & n et on obtient par télescopage :
1
Z%g (Ink—In(k—1))=In(n) —Inl=Inn

puis on ajoute le terme pour k£ = 1, qui vaut % =1:

zn:lgl—i-lnn

k=1

1n[<c+n)] [ﬁ( ) Zln(l—i— -

On applique ensuite le i) & ¢, = 7 pour & allant de 1 & n et on somme les inégalités :

m[(””ﬂ Zln(l—i—) Zk

Bl

iv. On calcule :

Enfin on applique le iii) :

ln[(c_;n>}<c L <ol +1n)

On compose par I’exponentielle, comme ’exponentielle est positive on obtient un encadre-
ment qu’on multiplie par z"*! >0 :

0< [(c + n)] g+l ¢ ge(l+lnm) pntl
n

R‘



On cherche la limite du membre de droite en 400 en ’écrivant, sous une seule exponentielle :

ec(l+lnn)xn+1 — e(n—i—l) In(z)+clnntc _ en(lnz+1‘:—L’+c“,‘T"+%)

Or par croissances comparées 2% ——— 0 donc (Inz + 22 p clin 4 €) 5 ng <0
" n—+4oo n n /7 n—+4oo

(car z < 1) ce qui donne :

1 1
lim n (m y e n ) — oo et lim ecOHmmgnil _g
n—-+oo n n n n—-+oo

Enfin par encadrement on en déduit que

lim {<c+n>} "t =0.
n—-+oo n

(d) On reprend ’encadrement de I,, obtenu précédemment :

xn—&-l

0< € ———
(1 —x)ct!

et on le multiplie par ¢(“I") >0:

c+n c c+n
0< I, < —— et
( n ) <1—x>6+1x< n )9”

On vient de voir que le membre de droite converge vers 0 car 0 -1 est une constante, donc

T=2)eFT
lim c(c+n)ln =0.
n

n—-+oo

par encadrement :

On en déduit que

Zn: c+k—1\ 5 1 c+n 7 1
2\ k)" T U " oo (1)

“H=1)zk converge et sa somme vaut :

k=0

donc la série de terme général (

6. Les pi sont tous positifs, vérifions que leur somme vaut 1 :
“+o0o —+o00 400
r+k1) & <r+k1> & 1
pr = (I-p)p"=p" (I=p)=p =1
2= 20 07

avec la formule précédente appliquée pour ¢ = r, qui est bien strictement positif.

Donc la suite (py) définit bien une loi de probabilité discréte.

7. SiY est une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de paramétre 1 et p, alors (Y +1)(Q2) =
N* et :

14+ (k—1)—1
Yk > 1, P(Y+1—k)—P(Y—k1)—pk_1—( +(k_1) )(1p)k1p1—(1p)klp

donc on reconnait que
Y — G(p)

8. Espérance et variance.
Soit Z une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de parameétres r réel strictement positif
et p €]0; 1[.



(a) On simplifie : pour k > 2

k—2
k(Hk ) i H reh—1-) = o 11) H(”’“_l‘i)x[”k_l_(k_l)]:T(h’:ﬁzl)'

=0

et pour k = 1, on 1é vérifie sans probléme également.
(On lavait en fait déja vu précédemment a la fin de la question 6)a) ).

(b) On considére alors la série suivante, dont le premier terme est nul donc on le retire :

+if’f(l—29)’“19T(T+:_1) =rp" f(qﬂ?i;l)(l—p)k

k=0 k=1

On effectue le changement d’indice k' = k — 1 pour se ramener au binéme négatif :

ik(l—p)kp’"(r+z_l> =rp" Jio (T;gk)( —p)ttt

k=0
+00 too
> k(1 p)’“pr(r+2 1) =rp"(1-p) ) <(r+1)k+k 1)(1 -p)*
k=0 k=0

et d’aprés la formule du binome négatif, cette série & termes positifs converge donc converge
absolument, et Z admet une espérance qui vaut :

1 r(l—p)
E(Z)=rp"(1—p) X =
e e
(c) Par théoréme de transfert, sous réserve de convergence (on enléve les deux premiers termes
nuls),
+oo
r+k—1 r+k—1
EZ(Z-1)]= k(k—1)(1— -1)(1-p
2z - 1] =3tk -y (7T ) rz (e

k=2

On effectue le changement d’indice ¥’ = k — 1, on obtient :

+oo oo
E[Z(Z -1 =p'r)_k1-p)*! (T Z k) =pr(l-p) Y (1-p)" x k(“ + 1)]:“ k- 1)
k=1

On réutilise le 9)a) :

+oo
E[Z(Z -1 =pr(r+1)(1-p) ) (1 —p)’<<(7‘+ ]1€> +k— 1)

k=1 -1
On change a nouveau d’indice :
+oo too
Bl2z-0] = r(r1)p (-9 (1= () <o Saenr (U
k=0 k=0

et par formule du binoéme négatif, cette série a termes positifs converge absolument donc Z(Z—1)
admet une espérance et :

rr - 2
E[Z(Z - 1) =r(r+1)p (1 —p)? x p7.1+2 _rird 1]),21 )

Par suite la linéarité de 1’espérance assure que Z2 admet une espérance et Z admet donc une
variance, et la formule de Koenig-Huyghens donne :

V(2) = E(Z*) - [B(Z))? = E(Z* - Z + Z) - |[E(Z)]? = BlZ(Z - 1)] + B(Z) - [E(Z)]?

soit :
V(Z) = r(r+1)gl - p)? . rp(12—p) P ;p)Q _rl-plr+n _Qp)+p_r(1 — )]
p p P »
V(2) = r(l—p)[(l—p)Z[r+1—r]+p] _r(l—p) [(12_p)+p] _ r(lgm.
p D ’



Partie III - Les lois de Panjer

On reprend les notations du début du probléme; la variable aléatoire N & valeurs dans N a sa loi donnée
par py = P(N = k) pour k € N.

On suppose dans toute la suite du sujet que la loi de N vérifie la relation de Panjer : il existe deux réels
aet b avec a <1leta-+b>0,tels que

b
Vke N, pp= (a—|— k‘) Pk—1-

On dira alors que N suit la loi P(a,b).

9. Détermination des lois de Panger.

k
(a) Montrons par récurrence sur k > 1, on a p, = po [] (a+ 2) :
i=1
1
Initialisation : py [ (a + %) = po(a+b) = p; d’aprés la relation de récurrence, et la propriété
i=1
est vraie pour k = 1.

k
Hérédité : On suppose qu'il existe k > 1 tel que py = po [] (a+ 2) alors :

=1
k k+1
b b b b
o= (g e (e g ) L (o 5) = LT (03)

et la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion :

k
b
Vk‘}l, pk:pOH(a—i—i).

i=1

(b) Puisque a = 0, on obtient :

Ly bk
VEZ>1, pi ZPOH <Z> ZPOE
i=1 ’

qu’on vérifie facilement pour k& = 0 également, et comme la somme des probabilités doit valoir
lona:
+o00 bk ,
Po Z T =poe’ =1
k=0

donc py = e~ et enfin :

k
N(Q)=N et VkeN, P(N:k):e_b%

donc on reconnait bien :
N < P(b)

(c) Dans cette question, on suppose que a < 0.
i. Supposons que tous les p sont strictement positifs. Alors on a :

b
P 0420

Vk € N*
Pk—1 k

Or % — 0 donc on obtient par passage a la limite :
k—+oco

a=>0

qui est absurde.



ii.

iii.

iv.

On en déduit qu’il existe £ € N tel que :

¢ b
p€=p0H<a+i) =
=1

Ce produit est nul donc 'un au moins de ses facteurs est nul. Montrons que ce n’est pas
Po, par I’absurde :

Si pg = 0, alors pour tout & € N, pr, = 0 donc la somme des probabilités ne vaut pas 1,
c’est absurde.

Donc il existe un (unique, car les facteurs sont tous distincts) ig > 1 tel que

b
a‘i’*:()
io

et on obtient :
vk < 19, pk#O et Vk>=ig, pr=0

selon que le facteur a + % est ou non dans le produit.

Enfin en posant r = ig — 1 > 0, il existe bien un unique r > 0 tel que :
VeE<L<r, pr #0 et Vk>r, pp,=0

On a vu que r =49 — 1 donc 7p =7 + 1 et de plus :

b
a+ — = 0 <=
10 r+1 r+1

et enfin on obtient bien :
b= —a(r+1)

On a alors pour tout k € [0;7],

u b b r+1 Pi—r—1  poat £
- 0 .
pk=P0||<a+i)=p0||a(1— ; >:p0ak|| ; == ||(Z—T—1)

i=1 i=1 i=1 Toi=1

a k —a k T r
DK = pO 1:[ 7’+1 7@ po(k! ) « (r _'k)! :po(*a)k <k>

On a N(2) = [0; ] et on obtient la valeur de py en sommant pour k allant de 0 & r, ce qui
doit donner 1 : i,
— r r
Po kz_o(—a)k x 1" k(k) = Do (1 — a) =1

L
(1—a)"

On en déduit ensuite que pour tout k on a :

=S (-0 ) ()

donc on reconnait que :
—a
N — B (r, )
1—a

Enfin on exprime r en fonction de a et b :

donc
Po =

b b b
b:fa(qul)<:>7‘+1:—7<:>7“:ff—1:aJr
a a —a

etenﬁnN<—>B( a,l_‘;)

10



(d) Dans cette question, on suppose que a > 0.
i. On a obtenu précédemment que :

b b kb—|—ai P k b D kb
wher, p=m]] (o) =m0 =BT |o (2 +1)| = et TT (2 +1)
) el k! pe] a k! si\a

i=1 i

Comme le résultat a trouver avec (g;b) donne un produit de la forme (2 +k— z) on va
poser pour le faire apparaitre :

i=k—i =i =k—i

k—1 b
pk—ya 1 <a—|—k—z> = poa (“k

ii. Comme la somme des termes doit faire 1, la formule du bindéme négatif donne :

+00 b
efetkY 1
POZ“ < k *pox(l_aﬁﬂ

k=0

et on obtient bien :

puisenposantr:ngletp:lfaona:

r+k—1

N(Q)=N et VkeN, P(N:k):( i

) (1-p)fp"
donc N suit la loi binomiale négative de paramétres r et p donc de paramétres r = g +1
et p=1-—a.

10. On teste les formules dans les 3 cas :
- Sia=0, N— P() donc N admet une espérance et une variance et E(N) = V(N) = b ce qui

correspond bien puisque :
0+b 0+b
——=b et ——=1b
1-0 (1-0)2

-Sia<0, N—B (“}:’, 1:“a> donc N admet une espérance et une variance et :

at+b —a a+b
X

1—a)2 1—a)2"

E(N) = = et V(N)=E(N)x (1 -

—a 1—-a 1-a

—a) (a+b)(1—a+a) a+b

1—a
— Sia >0, N suit une loi binomiale négative donc admet une espérance et une variance et :

(g—&-l)a_a—i—b
1—a 1-a

a+b
(1 —a)?

E(N) = et V(N)=E(N)l—a=

et le résultat est bien valable dans les trois cas.

Partie IV - L’algorithme de Panjer

— On reprend les notations de 'introduction du sujet et de la partie ITI.
— Si A est un événement et Y une variable aléatoire, on note, si elle existe, F4(Y) 'espérance de la
loi conditionnelle de Y sachant A.

11. Pour tout n € N,



car les (Uy) suivent toutes la méme loi.

On en déduit que :

+oo +oo
To = anP(Xn = O) = an(QO)n'
n=0

n=0
12. Soit j € N*.
(a) Sachant que (X,, = j), X,, est certaine égale & j donc :
E(Xn:j)(Xn> =J
De plus par linéarité de ’espérance on obtient alors :
> Ex,—pUs) =
k=1

Or les variables Uy suivent toutes la méme loi et "rentrent en compte de maniére symétrique
dans X,," donc les lois conditionnelles des Uy (pour k allant de 1 & n uniquement!) sachant
X,, = j sont les mémes, et on obtient :

) J
nEx,=j)(Ur) = j = Ex,=j(Ur) = =
(b) On sait que :
+oo
n=0

avec P(Xg = j) = 0 car X est certaine égale & 0 puis comme N suit la loi de Panjer de

paramétre a et b on a :
+o0 b
Tj = len—l (a + n) P(Xn = ])
n—

On calcule alors

Eix,=5) (CH‘ jU1> =a+ EE(XTL:]')(UI) = a-i—; X &= =a+ -~

SRS

et on peut donc remplacer :
= b
rj = len,lE(Xn:j) <a + le> P(X, =)
(c) Par théoréme de transfert on a :
b = bi
Ex,=j) <a + jU1> = Z; <a + j) P(x,—j (U1 = 1)

Or X, est la somme des U; donc est supérieure ou égale & U; : pour ¢ > j, on a donc
P(x,=j (U1 = 1) =0 donc :

b 4 bi ,
Ex.=i) (a + le) => <a . j> Pix,=j) (U1 =)
i=0
On multiplie par P(X,, = j) qu’on rentre dans la somme et on reconnait :

b L bi , ‘
Eix,=j) (a + le) P(Xn=j)=) (“ + j> Px,=j(Ur = 1) P(Xyn = j)

1=0

E(x,=j) (a + ?U1> P(X,=j)= XJ: <a+ lj) P(U; =) N (X, =7)]

=0

12



Or X, =U; + >, Uy =U; + Y,, ou Y, suit la méme loi que X,,_; et est indépendante de Uy
k=2
donc :

b : j ) o
E(X,,L:j) <CL+ U1> = :Z (a+ > U1 :Z)Q(Yn ZJ—Z)]
puis par indépendance :
b g '
Ex,=) (a - Ul) =3 (a + ) (U = ) P(Y = j — 1)
=0
et enfin puisque Y,, a la méme loi que X,,_1 :
7 .
Ex, = (a+ U1> Z <a+ ) Uy =i)P(Xp_1=J—1).
=0

(d) On reprend le calcul de r; :

<a+ ) (U =) P(Xp 1 = —i)

n=1 n=1 =0

+oo b +o0o J
an IE X,=7) (Cl+ Ul) = an 1 [Z

On échange ’ordre des sommes :
J bi +oo
=y <a+ ) PO =) p P(Xor = — i)
=0 J n=1
On reconnait alors P(U; = i) = ¢;, et dans la somme sur n on change d’indice avec n’ =n—1:
J bi +oo
=3 <+) > paP(Xn = j—i)
=0 J n=0
Enfin on reconnait dans cette derniére somme la valeur de P(X = j — i) = r;_; et on obtient :
J .
be
T = Z (a + ) qirj—i
i=0 J
On sépare alors le terme ¢ = 0 :
J

bi J bi
Ty = Z (a + j) ¢irj—i +aqor; <= 1;(1 —aqo) = Z (a + j) QT

i=1 i=1

= 1_aq0<;( >q>

Cette formule permet de calculer récursivement les nombre r; et ainsi de déterminer la loi de
X.

et enfin :

13. Des exemples d’application.
(a) Dans cette question, les variables U; suivent la loi de Bernouilli de paramétre p.

. On en déduit que ¢; =0 pour i > 2, ¢ = P(U, =1) =p et go =1 — p ce qui donne :

1 +b P +b
ri=—————\|a+-|prioi=——-——\a+-|ri_1.
J 1—a(l-p) j Prj—1 l—a+ap i) !

On reconnait la relation de récurrence qui définit les lois de Panjer, donc X suit une loi de
Panjer de paramétres a’ et b’ tels que :

b
R SRR S
l1—a+ap l—a+ap

13



ii.

On prouve en partant de a <1 que 0 < =2 <1:
a<1= a(l-p) <1-p= —a(l—p) > p—1 = 1—a(l—p) = 1—a+ap >p>0=0< k;’%ap
puis 1_3{1@}9 <a<lsia>0,et 1_2?_@ < 0sia <0 donc on a bien prouvé que a’ < 1.
D’autre part on a :
a'+b'zmz(a+b) x L
1l—a+ap l—a+ap

est bien strictement positif comme produit de deux facteurs strictement positifs.

A la question 3, N suivait une loi binomiale de paramétres m et = donc une loi Panjer de
paramétres a et b tels que :

a+b —a
=m et =7
—a 1—a
La deuxiéme équation donne facilement :
T
a =
Tm—1
puis :
1
b:—am—a:—a(m—i—l):@
-7

On en déduit que X suit la loi de Panjer de paramétres a et b tels que :

’ ap ™ ™ mp

a :1—a<1_p>7(7r—1)<1—ﬁ(1—p)) 777—1—7r+7rp:7rp—1

(qui est bien strictement négatif donc X suit une loi binomiale) et

/
R Ry S
xa @p—1

D’oul X suit la loi binomiale de paramétres :

p_ Y
m :—a—lz—(—m—l)—lzm
et »
—a' = —1
S =1 _
1—a m™=i=m (1 —ap)(-1)

wp—1
et on retrouve bien le résultat de la question 3.
Pour la question 4, on avait supposé N < P(A) = P(0, A).

Donc X suit la loi de Panjer de paramétres a’ = 0 et b’ = Ap, c’est-a-dire la loi de Poisson
de paramétre Ap, et on retrouve bien le résultat de la question 4).

(b) Dans cette question, on suppose que a = 0, rappelons que cela entraine que N suit la loi de
Poisson de paramétre b.
Soit p un réel de l'intervalle |0; 1[.

i.

i
La série ) Z- converge par théoréme de comparaidon.
i>1

En effet, elle est & termes positifs et pour tout ¢ > 1, on a :

i
n

<p

14

<1



ii.

iii.

iv.

avec Y p' une série géométrique convergente, car |p| < 1.
i>1

Cette série étant & termes strictement positifs, elle converge vers un réel £ > 0, et pour

tout « réel, la série ) a’- converge également, et vérifie :
i>1

+oo pi 1
Za—‘:oM:l(:)a:z
)

i=1

Il existe donc une unique valeur réelle pour « telle que cette série converge vers 1.

On applique le résultat de la question 13 : pour tout j > 1, et avec a = ¢y = 0 cela donne :
7 bi
ri = —qiTj—i-

i=1

On peut & présent remplacer ¢; par oz%l et sortir les constantes de la somme :

_ ba J ' b 4 i
Tj = 7;Z7Tj—i = 7 ;p Tj_i.

Pour faire apparaitre la somme donnant r;_;, on applique un changement d’indice qui

transformera j —ten j —1—14', donc —i = —1 -4 et enfin i =4 —1:
—1 j—1
ba % » ba ;
rp=—=Y P gy = =P PTG
J =0 S

Il reste & sortir le terme pour j = 0, qui vaut pr;_; =r;_; donc :

pba =
Tj=— (Tj—1 + Zplr(jl)i>
i=1

J

Enfin cette somme vaut :

j—1 .

i (j—1)rj1
ZP TG-1)—i = TJ
=1

ce qui donne :

ba —1 bo ) — 1 bor —
’l”j _ PT (Tj_l + (jba )Tj—l) = 7’]‘_1 <p] +pj J ) - rj—l <pjp +p>

et enfin :

Pour finir on a pour j =1 :

1
ba : ba—1
= ;:1 p'ri—; = baprg = (p + pba — p)ro = (IH‘ plba — 1) 1 )) To

et la formule est également vraie pour j = 1.
On reconnait alors une loi de Panjer de paramétres ' =p > 0 et b’ = p(ba — 1).
Comme a’ > 0, c’est donc une loi binomiale négative de paramétres :
v / /
r:g+1:ba71+1:ba et p=1l—a=1-—p
donc :

X < B(ba,1 - p)
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