DM ESSEC n° 13

A rendre le Mardi 7 Avril 2020

Exercice : Dans tout I’exercice, N désigne un nombre entier supérieur ou égal a 1.

On note Ry [X] Pespace vectoriel formé des polyndmes de degré inférieur ou égal & N et du polynome
nul; on désigne par Id Papplication identique de Ry[X] dans Ry [X].

1. Soit @ un nombre réel non nul et P un élément de Ry [X].
Justifier que P(aX + 1 — a) (c’est-a-dire la fonction de R dans R :z — P(axz + 1 — a)) est un

polynéme de méme degré que P.

Dans toute la suite de ’exercice, pour tout réel a non nul, on note f, ’application
de Ry[X] dans Ry[X] qui & un polyndome P associe le polynome P(aX + 1 — a)
2. Justifier que f, est un isomorphisme de Ry[X].

3. Soient a et b des nombres réels non nuls.

(a) Déterminer la composée fp, o f, de f, par fp.
(b) Préciser la bijection réciproque de f,, notée (f,)~' .
(c) On pose : (f,)° = Id et, pour tout entier naturel n : (f,)"t! = (fu)" o fa.
Démontrer que, pour tout entier naturel n : (f,)" = for.
4. Pour tout réel a non nul, on note M, la matrice de f, dans la base canonique (1, X,..., X") de
Ry [X].

(a) Expliciter M, dans le cas N = 3.
Dans le cas général, donner le coefficient de la (i 4+ 1)-iéme ligne et (j + 1)-iéme colonne de M,
(¢ et j entiers compris au sens large entre 0 et N).

(b) n désignant un entier naturel, justifier 'égalité : (M,)™ = Myn.
Ce résultat reste-t-il valable si n est un entier négatif ?

5. Préciser ’ensemble des valeurs propres de f, .
Pour tout entier & compris au sens large entre 0 et N, calculer f, ((X - 1)’“).
L’endomorphisme f, est-il diagonalisable ?

Probléme : probabilités

Dans tout ’exercice, les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (2,7, P).

I. Préliminaires
Dans cette partie I., A désigne un réel strictement positif.
1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre A.

(a) Déterminer la fonction : x — P(X > x) (appelée fonction de survie de X).

(b) Pour tous nombres réels strictement positifs x et y, calculer la probabilité conditionnelle
P(x>2)(X > 2+ y); justifier alors que, si X modélise la durée de vie d’'un phénomeéne, on
dise de ce dernier qu’il est « sans vieillissement ».

2. Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi exponentielle de paramétre
A. Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

S, = ZXk.
k=1



(a) Déterminer l’espérance et la variance de S,,.
(b) Démontrer par récurrence que, pour tout n de N*, la variable aléatoire S,, admet pour densité
la fonction f,, :
0 sit<O0;
t— A" A
— e Ml it > 0.
(n—1)! -
Pour cela, on admettra que, si U et V sont des variables aléatoires indépendantes admettant
respectivement pour densité les fonctions fy et fy, alors la variable aléatoire U + V' admet
pour densité la fonction fyyy définie sur R par :

+oo
fosv(t) = / fu(@) fv(t — o) dx.

— 00

I1. Loi de Pareto (Vilfredo Pareto (1848-1923), sociologue et économiste italien)

Soient a et b des réels strictement positifs. Par définition, on dit d’une variable aléatoire qu’elle suit la
loi de Pareto de paramétres a et b si elle admet pour densité la fonction f définie sur R par :

0 sit<b;
ft)y=9 o

a’taJrl

sit>b.

Soit alors X une variable aléatoire de loi de Pareto de paramétres a et b.
1. Vérifier que I’égalité : fj;: f(t)dt = 1 est bien satisfaite ; calculer I’espérance et la variance de X,
en précisant & quelles conditions chacune de ces quantités existe.
2. Déterminer la fonction de répartition de X. Préciser la fonction de survie :  — P(X > z).

3. Démontrer que, pour tout réel y positif ou nul, la probabilité conditionnelle P(x~.)(X > = + y)
tend vers 1 quand z tend vers +oo. De fagon analogue a la question I.1.b), que peut-on dire d’un
phénomeéne dont la durée de vie est modélisée par X 7

4. On pose dans cette question : Y = In —.

Démontrer que Y suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre.

III. Estimation des paramétres d’une loi de Pareto

Les instants aléatoires des arrivées de paquets (symboles binaires représentant de I'information de type
audio, vidéo, données, ...) dans un canal de communication sont modélisés par une variable aléatoire X
suivant une loi de Pareto de paramétres o et 5 (a > 0, 5 > 0).

Soit (XH)T@1 une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes de méme loi que X.

1. On suppose tout d’abord que le paramétre § fait partie des caractéristiques connues du canal de
communication ; on se propose de déterminer un estimateur de o par une méthode dite « du maximum
de vraisemblance ». Pour cela, n désignant un entier naturel non nul et x4, ..., x,, des réels supérieurs
ou égaux a f3, on introduit la fonction £, a valeurs dans R et définie sur ]0, +o00[ par :

‘C(a) = fa(xl) X X fa(xn) = H fa (xk);
k=1

ou f, est la fonction définie sur R par :

0 sit<f(;
fa(t): £*

ataﬁ Slt>6

(a) Exprimer L(a), puis In (L(a)).
(b) On considére la fonction ¢ de |0, 400 dans R :

a nln(a) + naln(8) — (a+1) Zln (zk) -
k=1

i. Démontrer que la fonction ¢ admet un maximum, atteint en un seul réel que 'on notera
w.



ii. Exprimer w en fonction de z1, ..., T,.

iii. Que peut-on dire de w pour la fonction £7?

(¢) On pose dorénavant, pour tout n de N* :

NE
5
m\§<

k=1
(La suite (W), est appelée estimateur du mazimum de vraisemblance.)

i. Justifier que la variable aléatoire > ,_, ln% admet pour densité la fonction f,, définie
dans 1.2.b) en prenant A = a.

no
n—1

ii. A Pl’aide du théoréme de transfert, en déduire que W, admet pour espérance
n > 2, puis proposer un estimateur sans biais de « construit sur W,,.

lorsque

(d) On pose, pour tout n de N* :
n—1

W = W,.

n

i. Soit n un entier supérieur ou égal & 3.

En admettant que le moment d’ordre 2 de W), est égal a , calculer la variance

(n—1)a?
2

n
de W/ puis établir, & aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, que pour tout réel &
strictement positif, on a I'inégalité :

a2

U /
wW! — Wi +e)>1— ———.
PW, —e<a<W, +e)>1 82(n 2)

ii. On suppose dans cette question (et elle seule) que « est strictement compris entre 1 et 2.

Déterminer un entier naturel N tel que, pour tout entier n supérieur ou égal & N, [Wr’l - 1—10, w! + Tlo]
soit un intervalle de confiance du paramétre « au niveau de confiance 0,95.

2. On suppose maintenant que seul le paramétre a est déja identifié et qu’il vérifie : o > 2.

(a) Pour tout entier strictement positif n, on pose :

Yn =Cn iXka
k=1

ot le réel ¢, est choisi de sorte que (Y;,),-; soit un estimateur sans biais de £.
=

i. Calculer c¢,.
ii. Quelle est la limite de la variance de Y,, quand n tend vers +o0o? (On dit que ’estimateur
est convergent.)
(b) Pour tout entier strictement positif n, on pose : Z, = min (X1,..., X,).
i. Déterminer la fonction de répartition de Z,,, puis reconnaitre sa loi et préciser son espérance.
Quelle est la limite de cette derniére quand n tend vers +oo ?

ii. Pour tout entier strictement positif n, on pose : Z!, = d,, Z,, ou le réel d,, est choisi de telle
sorte que (Z,),,5, soit un estimateur sans biais de §.
Quelle est la limite de la variance de Z/, quand n tend vers +o00?

T s , ) s T
iii. Démontrer que ’estimateur (Zn)n>1 est plus efficace que 'estimateur (Yn)n>1, c’est-a-dire,
qu’a partir d’un certain rang, la variance de Z/, est inférieure a celle de Y,.



