
Lycée Clemenceau - ECE2 - Mme Marcelin

Concours Blanc 1

Exercice 1.

On pose A =

1 1 1
1 1 1
1 1 3

.

1. On considère l'application f dé�nie deM3,1(R) dansM3,1(R) par :

∀X =

x
y
z

 ∈M3,1(R), f(X) = AX

(a) Montrer que f est une application linéaire.

(b) Déterminer une base de Ker f et une base de Im f .

(c) f est-elle injective ? surjective ?

2. On pose X1 =

 1
−1
0

, X2 =

 1
1
−1

 et X3 =

1
1
2

. On admet la dé�nition suivante :

Dé�nition : On dit qu'une matrice colonne X non nulle est un vecteur propre de la matrice A
associé à la valeur propre 0 si

AX = 0X =

0
0
0


De même, une matrice colonne X non nulle est un vecteur propre de la matrice A associé à

la valeur propre 1 si
AX = 1X ;

une matrice colonne X non nulle est un vecteur propre de la matrice A associé à la valeur

propre 4 si
AX = 4X

(a) Calculer le produit AX1 .
En déduire que X1 est un vecteur propre de A associé à une valeur propre que l'on explicitera.

(b) Calculer le produit AX2 et l'exprimer en fonction de X2.
En déduire que X2 est un vecteur propre de A associé à une valeur propre que l'on explicitera.
Montrer de même que X3 est un vecteur propre de A et donner la valeur propre correspondante.

(c) On pose F =

X =

x
y
z

 ∈M3,1(R);AX = 4X

. Montrer que F est une espace vectoriel.

(d) On note P =

 1 1 1
−1 1 1
0 −1 2

et D =

0 0 0
0 1 0
0 0 4


Calculer P−1 et véri�er l'égalité :

A = PDP−1

3. On se propose de résoudre l'équation (1) : M2 = A, d'inconnue M , matrice carrée d'ordre trois.
Soit M une matrice carrée d'ordre trois. On note N = P−1M P . (La matrice P a été dé�nie en I.3.)

(a) Montrer : M2 = A⇐⇒ N2 = D.

(b) Établir que, si N2 = D, alors N D = D N .

(c) Résoudre l'équation DN = ND d'inconnue N ∈M3(R).
(d) Déterminer toutes les matrices diagonales N ∈M3(R) telles que N2 = D.

(e) En déduire les matrices M solutions de l'équation M2 = A.

4. Compléter le programme suivant qui dé�nit en Scilab la matrice A :

A=ones(3,3)

A(3,3)= ........
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Exercice 2.

On considère l'application f : [0;+∞[→ R dé�nie, pour tout t de [0; +∞[, par :

f(t) =

{
t2 − t ln(t) si t 6= 0

0 si t = 0

On admet : 0,69 < ln(2) < 0,70.

Partie I : Étude de la fonction f

1. Montrer que f est continue sur [0; +∞[.

2. Justi�er que f est classe C2 sur ]0; +∞[ et calculer, pour tout t de ]0; +∞[, f ′(t) et f ′′(t).

3. Dresser le tableau de variations de f . On précisera la limite de f en +∞.

4. On note C la courbe représentative de f dans un repère orthonormal (O;
−→
i ,
−→
j ).

(a) Montrer que C admet une (demi-) tangente en O et préciser celle-ci.

(b) Montrer que C admet un point d'in�exion et un seul, noté I, et préciser les coordonnées de I.

(c) Tracer l'allure de C.

5. Montrer que l'équation f(t) = 1, d'inconnue t ∈ [0; +∞[, admet une solution et une seule et que
celle-ci est égale à 1.

Partie II : Étude d'une suite récurrente

On considère la suite (un)n∈N dé�nie par : u0 =
1

2
et ∀n ∈ N, un+1 = f(un).

9. Montrer : ∀n ∈ N, un ∈
[
1

2
; 1

]
.

10. Montrer que la suite (un)n∈N est croissante.

11. En déduire que la suite (un)n∈N converge et déterminer sa limite. (On pourra étudier les variations
de la fonction t 7→ t− ln(t).)

12. Compléter le programme en Scilab suivant qui calcule et a�che un entier naturel N tel que 1−uN <
10−4 :

function y=f(x)

if ...........then

y=0

else

y= x^2-x*log(x)

end

endfunction

N=0

u=1/2

while (1-u) >= 10^(-4) do

u=................

N=................

end

disp(N)

On fera obligatoirement appel à la fonction f pour remplir le deuxième blanc.
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Exercice 3.

Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, on considère une urne contenant n boules numérotées de 1 à
n, dans laquelle on e�ectue une succession de (n + 1) tirages d'une boule avec remise et l'on note Xn la
variable aléatoire égale au numéro du tirage où, pour la première fois, on a obtenu un numéro supérieur
ou égal au numéro précédent.
Ainsi, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, la variables Xn prend ses valeurs dans [[2;n + 1]]. Par
exemple, si n = 5 et si les tirages amènent successivement les numéros 5,3,2,2,5,3, alors X5 = 4. Pour tout
k de [[1;n+ 1]], on note Nk la variable aléatoire égale au numéro obtenu au k-ième tirage.

Partie I : Etude du cas n = 3

On suppose dans cette partie uniquement que n = 3. L'urne contient donc les boules numérotées 1, 2, 3.

1. (a) Déterminer, en étudiant bien l'énoncé, la seule situation qui conduit à l'évènement (X3 = 4) et
écrire ainsi l'évènement (X3 = 4) à l'aide d'évènements faisant intervenir les variablesN1, N2, N3

puis en déduire que P(X3 = 4) =
1

27
.

(b) Montrer que P(X3 = 2) =
2

3
, et en déduire P(X3 = 3).

2. Calculer l'espérance de X3.

3. Calculer P[X3 6=2]([X3 = 3]) puis compléter le programme en Scilab suivant qui e�ectue une simula-
tion de la variable X3 :

if ..................then

res=2

elseif .............then

res=3

else

res=4

end

disp(res)

On utilisera la fonction rand().

Partie II : Cas général

Dans toute cette partie, n est un entier �xé supérieur ou égal à 2.

4. (a) Pour tout k de J1;n+ 1K, donner la loi de Nk. Rappeler son espérance et sa variance.

(b) On considère la fonction en Scilab suivante :

function k=simulation(n)

N=grand(1,n+1,'uin',1,n)

k=2

while N(k) < N(k-1) do

k=k+1

end

endfunction

Expliquez cette fonction, notamment :
Que fait l'instruction N=grand(1,n+1,'uin',1,n) ?
Quelle est la variable aléatoire simulée par cette fonction ?

(c) On complète le programme précédent en ajoutant :

n=input('n=')

X=zeros(1,10000)

for i=1:10000 do

X(i) = simulation(n)

end

M=tabul(X,"i")

x=M(:,1)
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f=M(:,2)/10000

bar(x,f)

Que fait ce programme ? Détaillez vos explications.

5. Calculer P(Xn = n+ 1).

6. Montrer, pour tout i de J1;nK : P(N1=i)(Xn = 2) =
n− i+ 1

n
.

7. Décomposer l'évènement (Xn = 2) sur le système complet d'évènements
(
(N1 = 1), (N1 = 2), (N1 =

3), ..., (N1 = n)
)
et en déduire une expression simple de P(Xn = 2) (on calculera la somme obtenue).

8. Soit k ∈ J2;nK. Justi�er l'égalité d'évènements suivante : (Xn > k) = (N1 > N2 > . . . > Nk).

En déduire que P(Xn > k) =
1

nk

(
n

k

)
.

Véri�er que cette dernière égalité reste valable pour k = 0 et pour k = 1.

9. Justi�er que pour tout k ∈ J2;n+ 1K,P(Xn = k) = P(Xn > k − 1)− P(Xn > k).

10. En partant de la dé�nition de l'espérance, en déduire que : E(Xn) =

n∑
k=0

P(Xn > k). Calculer ensuite

E(Xn).

11. Montrer : ∀k ∈ J2;n+ 1K,P(Xn = k) =
k − 1

nk

(
n+ 1

k

)
.

Partie III :

On s'intéresse dans cette partie à la suite de variables aléatoires (Xn)n>2.

12. Soit k un entier �xé supérieur ou égal à 2. Montrer : lim
n→+∞

P(Xn = k) =
k − 1

k!
.

13. Montrer que la série
∑
k>2

k − 1

k!
converge et calculer sa somme.

En déduire qu'il existe une variable aléatoire Z à valeurs dans J2;+∞J telle que :

∀k ∈ J2;+∞J,P(Z = k) =
k − 1

k!
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