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HEC 2016 - Correction

Exercice

1. (a) On e�ectue les produits matriciels et on trouve

A =


x21 x1x2 . . . x1xn
x1x2 x22 . . . x2xn
...

... . . .
...

x1xn x2xn . . . x2n

 et α = x21 + x22 + · · ·+ x2n =

n∑
i=1

x2i .

On remarque que A est symétrique, elle est donc diagonalisable.

(b) On remarque que toutes les colonnes de A sont colinéaires à X, et qu'au moins une est non
nulle puisque l'un au moins des carrés de xi est non nul. On en déduit donc que

Im f = ImA = Vect(X)

et (X) est une base de Im f puisqu'il est non nul.

On en déduit que Ker f est de dimension n − 1. De plus en posant k un élément de J1;nK tel
que xk 6= 0, on peut construire une famille de vecteurs de Ker f en posant, pour tout i 6= k,

fi = xkei − xiek

et cette famille est échelonnée donc libre, admet n− 1 vecteurs : c'est donc une base de Ker f
et Ker f = Vect((fi)i6=k).

(c) On calcule :
AX = (XtX)X = X(tXX) = X(α) = αX

On en déduit que X est vecteur propre de A associé à la valeur propre α 6= 0, et on a vu
précédemment que 0 était valeur propre avec un sous-espace propre de dimension n−1. Comme
la somme des dimensions des sous-espaces propres ne peut dépasser n, il n'y a pas d'autre valeur
propre et dim(Eα(f)) = 1 ce qui permet d'obtenir :

Sp(f) = {0;α} , E0(f) = Ker f = Vect((fi)i 6=k) , Eα(f) = Vect(X)

2. (a) Les colonnes de V sont libres donc forment une base de ImV , qui est donc de dimension p. On
en déduit bien que rg(V ) = p.

On en déduit ensuite par le théorème du rang que

dim(Ker g) = dim(Mp,1(R))− dim(Im g) = p− p = 0

donc Ker g = {0}.
(b) Supposons que V Y = 0, alors tV V Y = tV 0 = 0.

Réciproquement supposons que tV V Y = 0. On multiplie par tY à gauche et on obtient :

tY tV V Y = 0 donc t(V Y )V Y = 0

En notant V Y =

a1. . .
an

, on en déduit que
n∑
i=1

a2i = 0, et comme tous les termes de la somme

sont positifs, il sont forcément tous nuls.
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On obtient �nalement que a2i = 0 pour tout i ∈ J1;nK, et donc ai = 0 pour tout i, puis V Y est
le vecteur nul.

Les deux sens étant obtenus, on a bien :

V Y = 0⇐⇒ tV V Y = 0

(c) Cette matrice est carrée d'ordre n, cherchons son noyau ; à l'aide de la question 2b on obtient :

tV V Y = 0⇐⇒ V Y = 0⇐⇒ Y ∈ KerV

On en déduit que Ker(tV V ) = KerV . Or la question 2a a montré que KerV = {0}, donc
Ker(tV V ) = {0} et tV V est bien inversible.

Problème

Partie I

1. (a) On calcule :

f(x, y) =

(
1/2

x
+

1− 1/2

y

)−1
=

(
1

2x
+

1

2y

)−1
=

(
y + x

2xy

)−1
=

2xy

x+ y

Comme x+y 6= 0 puisque x et y sont strictement positifs, f est alors de classe C2 par opérations
élémentaires et on peut calculer sans di�culté :

∂1(f)(x, y) =
2y2

x+ y
, ∂2(f)(x, y) =

2x2

x+ y

(b) w est de classe C∞ par opérations élémentaires, donc U l'est aussi. On calcule de plus :

U ′(t) = w′(t)− w′(t)− tw′′(t) = −tw′′(t) , U ′′(t) = −w′′(t)− tw′′′(t)

Calculons alors les dérivées de w :

w′(t) =
2

(1 + t)2
, w′′(t) = − 4

(1 + t)3
, w′′′(t) =

12

(1 + t)4

ce qui permet de donner :

U ′(t) =
4t

(1 + t)3
, U ′′(t) =

4

(1 + t)3
− 12t

(1 + t)4
=

4(1− 2t)

(1 + t)4

donc U ′ est strictement positive et U est strictement croissante, et d'après le signe de U ′′ elle
est convexe sur ]0; 1/2] et concave sur [1/2; +∞[.

Reste les limites de U pour son tableau de variations : par opérations élémentaires, avec

U(t) =
2t

1 + t
− 2t

(1 + t)2

on obtient lim
t→0+

U(t) = 0 et en factorisant par t dans 1 + t dans les deux fractions on obtient la

transformation suivante :

U(t) =
2

1 + 1
t

− 2

t
(
1 + 1

t

)2 −−−−→t→+∞
2

donc U est strictement croissante de ]0; +∞[ dans ]0; 2[.

(c) Partons du côté droit : on obtient

yw(z) = y ×
2xy

1 + x
y

=
2x
y+x
y

=
2xy

x+ y
= f(x, y).
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(d) De même on part du côté droit :

w′(z) =
2(

1 + x
y

)2 =
2(

y+x
y

)2 =
2y2

(x+ y)2
= ∂1(f)(x, y)

et d'autre part

U(z) = w(z)−zw′(z) =
f(x, y)

y
−x
y
× 2y2

(x+ y)2
=

2x

x+ y
− 2xy

(x+ y)2
=

2x(x+ y)− 2xy

(x+ y)2
=

2x2

(x+ y)2
= ∂2(f)(x, y)

2. (a) On reprend la forme générale et on calcule :

f(λx, λy) =
(
cλθxθ + (1− x)λθyθ

)1/θ
=
(
λθ
[
cxθ + (1− x)yθ

])1/θ
= (λθ)1/θ×f(x, y) = λf(x, y)

(b) f est de classe C2 par opérations élémentaires avec x > 0 et y > 0, et par suite cxθ+(1−x)yθ > 0
puisque c ∈]0; 1[, donc c et 1− c sont strictement positifs.

On peut alors calculer pour tout (x, y) ∈ D :

∂1(f)(x, y) = cθxθ−1 × 1

θ

(
cxθ + (1− c)yθ

) 1
θ−1 = cxθ−1

(
cxθ + (1− c)yθ

) 1
θ−1

et

∂2(f)(x, y) = (1− c)θyθ−1 × 1

θ

(
cxθ + (1− c)yθ

) 1
θ−1 = (1− c)yθ−1

(
cxθ + (1− c)yθ

) 1
θ−1

(c) Avec c > 0, x > 0 et cxθ + (1− c)yθ > 0 on obtient immédiatement ∂1(f)(x, y) > 0, et de même
avec 1− c > 0 on obtient ∂2(f)(x, y) > 0.

Reste la monotonie. On dérive la fonction demandée, qui est la dérivée partielle par rapport à
la première variable de ∂1(f), c'est donc :

∂21,1(f)(x, y) = c(θ−1)xθ−2
(
cxθ + (1− c)yθ

) 1
θ−1+cxθ−1×cθxθ−1

(
1

θ
− 1

)(
cxθ + (1− c)yθ

) 1
θ−2

On repère le facteur commun A = cxθ−2
(
cxθ + (1− c)yθ

) 1
θ−2 qui est strictement positif :

∂21,1(f)(x, y) = A

[
(θ − 1)(cxθ + (1− c)yθ) + cθxθ

(
1

θ
− 1

)]
et en mettant la fraction au même dénominateur :

∂21,1(f)(x, y) = A(θ − 1)
[
cxθ + (1− c)yθ − cxθ

]
= A(θ − 1)(1− c)yθ

qui est strictement négative car A > 0, c < 1 donc 1−c > 0, yθ > 0 et en�n θ < 1 donc θ−1 < 0.

On en déduit que la fonction x 7→ ∂1(f)(x, y) est strictement décroissante.

En�n par symétrie des rôles de (x, c) et (y, 1− c) on montre de même que

∂22,2(f)(x, y) = B(θ − 1)cxθ

avec B = (1− c)yθ−2
(
cxθ + (1− c)yθ

) 1
θ−2, et pour les mêmes raisons cette dérivée est stricte-

ment négative donc y 7→ ∂2(f)(x, y) est strictement décroissante.

3. (a) Avec les formules obtenues précédemment on obtient

G(x, y) =
cxθ−1

(1− x)yθ−1
=

c

1− c

(
x

y

)θ−1
= g(z).
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(b) On commence par calculer g′, puis s(t) et en�n s(z) : pour tout t > 0,

g′(t) =
c

1− c
(θ − 1)tθ−2 donc s(t) = −

c
1−c t

θ−1

t× c
1−c (θ − 1)tθ−2

=
1

1− θ

qui est une constante, donc s(z) = s(t) = 1
1−θ . Cela con�rme le nom de la fonction de production

CES : l'élasticité de substitution est bien constante.

4. (a) En utilisant astucieusement la question 2a, on obtient immédiatement :

yw(z) = yf

(
x

y
, 1

)
= f

(
y × x

y
, y × 1

)
= f(x, y)

(b) U est dérivable par opérations élémentaires et pour t > 0 on a :

U ′(t) = w′(t)− w′(t)− tw′′(t) = −tw′′(t).

Or on remarque que w′′(t) = ∂21,1(f)(t, 1) qui est strictement négative d'après la question 2c,
donc U ′ est strictement positive et U est strictement croissante. Reste les limites de U : on
calcule

U(t) =
(
ctθ + 1− c

)1/θ − t× ctθ−1 (ctθ + 1− c
)1/θ−1

=
(
ctθ + 1− c

)1/θ−1
(ctθ + 1− c− ctθ)

= (1− c)
(
ctθ + 1− c

)1/θ−1
.

Séparons les cas :

• 1er cas : 0 < θ < 1. Lorsque t tend vers 0+, tθ tend alors vers 0+ également, et on obtient

lim
t→0+

U(t) = (1− c)× (1− c)1/θ−1 = (1− c)1/θ.

Lorsque t tend vers +∞, tθ tend alors vers +∞ également, et comme 0 < θ < 1 donne
1/θ > 1, 1/θ − 1 > 0 et on obtient alors :

lim
t→+∞

U(t) = +∞.

• 2e cas : θ < 0. Lorsque t tend vers 0+, tθ tend alors vers +∞, donc l'intérieur de la puissance
aussi. Mais comme 1/θ < 0, on obtient :

lim
t→0+

U(t) = (1− c)× 0+ = 0+

Lorsque t tend vers +∞, tθ tend alors vers 0, donc l'intérieur de la puissance tend vers
1− c et en�n :

lim
t→+∞

U(t) = (1− c)× (1− c)1/θ−1 = (1− c)1/θ.

Remarque : dans ce deuxième cas, on peut véri�er qu'avec θ = −1 et c = 1
2 on retrouve les

résultats de la question 1b (c'est bien le cas !)

Pour la convexité on calcule U ′′ : On sait que U ′(t) = −tw′′(t) donc on commence par calculer :

w′′(t) = c(θ − 1)tθ−2
(
ctθ + 1− c

)1/θ−1
+ c2θt2θ−2

(
1

θ
− 1

)(
ctθ + 1− c

)1/θ−2
= ctθ−2

(
ctθ + 1− c

)1/θ−2 [
(θ − 1)(ctθ + 1− c) + ctθ(1− θ)

]
= c(θ − 1)tθ−2

(
ctθ + 1− c

)1/θ−2
(1− c)

= c(1− c)(θ − 1)tθ−2
(
ctθ + 1− c

)1/θ−2
Donc

U ′(t) = c(1− θ)(1− c)tθ−1
(
ctθ + 1− c

)1/θ−2
.
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Puis on dérive et on obtient :

U ′′(t) = c(1− θ)(1− c)
[
(θ − 1)tθ−2

(
ctθ + 1− c

)1/θ−2
+ tθ−1

(
1

θ
− 2

)
cθtθ−1

(
ctθ + 1− c

)1/θ−3]
c(1− θ)(1− c)tθ−2

(
ctθ + 1− c

)1/θ−3 [
(θ − 1)

(
ctθ + 1− c

)
+ c(1− 2θ)tθ

]
= c(1− θ)(1− c)tθ−2

(
ctθ + 1− c

)1/θ−3︸ ︷︷ ︸
>0

[
−θctθ + (1− c)(θ − 1)

]

Ainsi U est convexe si et seulement si :

U ′′(t) > 0⇐⇒ −θctθ + (1− c)(θ − 1) > 0⇐⇒ θtθ <
(1− c)(θ − 1)

c

On dissocie alors deux cas :

• Si 0 < θ < 1, l'inégalité devient

tθ <
(1− c)(θ − 1)

cθ

et comme (1−c)(θ−1)
cθ < 0 et tθ > 0, l'inégalité n'est jamais véri�ée. Ainsi, U est concave sur

R∗+.

• Si θ < 0 : Alors l'inégalité devient :

tθ >
(1− c)(θ − 1)

cθ
⇐⇒ t >

(
(1− c)(θ − 1)

cθ

)1/θ

En e�et comme θ < 0, 1/θ également et la fonction t 7→ t1/θ est strictement décroissante.

U est donc convexe sur

]
0;
(

(1−c)(θ−1)
cθ

) 1
θ

[
et concave sur

[(
(1−c)(θ−1)

cθ

) 1
θ

; +∞
[
.

Partie II.

5. (a) v est de classe C2 car Ψ l'est, puis on calcule sans di�culté :

v′(t) = ∂1(Ψ)(t, 1)

En posant y = 1, l'énoncé donne t 7→ ∂1(Ψ)(t, 1) = v′(t) strictement positive, donc v est
strictement croissante, et v′(t) strictement décroissante, donc v est concave.

(b) ϕ est dérivable sur R∗+ et on a :

ϕ′(t) = v′(t)− v′(t)− tv′′(t) = −tv′′(t) > 0

puisque v′′(t) 6 0 grâce à la concavité de v. On en déduit que ϕ est croissante, donc pour tout
t > 0,

ϕ(t) > lim
x→0+

ϕ(x) = µ > 0

On en déduit que ϕ est positive. De plus en posant t = 1 on a

µ 6 ϕ(1) = v(1)− v′(1) = Ψ(1, 1)− ∂1(Ψ)(1, 1) = 1− ∂1(Ψ)(1, 1) < 1

puisque ∂1(Ψ)(1, 1) > 0 d'après les hypothèses.

(c) La relation λΨ(x, y) = Ψ(λx, λy) permet d'écrire :

yv(z) = yΨ

(
x

y
, 1

)
= Ψ

(
y × x

y
, y

)
= Ψ(x, y)
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6. (a) Dérivons par rapport à x puis y la relation de la question 5c :

Ψ(x, y) = yv

(
x

y

)
donc

∂1(Ψ)(x, y) = y × 1

y
v′
(
x

y

)
= v′(z)

puis

∂2(Ψ)(x, y) = v

(
x

y

)
+ y × −x

y2
v′
(
x

y

)
= v(z)− x

y
v′(z) = v(z)− zv′(z) = ϕ(z)

et en�n leur quotient donne :

∂1(Ψ)(x, y)

∂2(Ψ)(x, y)
=
v′(z)

ϕ(z)
= h(z).

(b) On a vu que v′ est strictement positive et que ϕ également, donc h est strictement positive. On
en déduit que σ est du signe opposé de h′(t), qu'on calcule :

h′(t) =
v′′(t)ϕ(t)− v′(t)ϕ′(t)

ϕ(t)2

et �nalement σ(t) est du signe de v′(t)ϕ′(t)− v′′(t)ϕ(t). On se rappelle que ϕ′(t) = −tv′′(t) et
σ est donc du même signe que :

−tv′(t)v′′(t)− v′′(t)[v(t)− tv′(t)] = v′′(t)[−tv′(t)− v(t) + tv′(t)] = −v(t)v′′(t)

et on a vu que v′′ est négative et v(t) = Ψ(t, 1) est strictement positive car l'énoncé dit que Ψ
est à valeurs dans R∗+.

En�n on en déduit que σ(t) est positif.

7. (a) On dérive `, et on remarque que 1− r = 1
σ0

:

`′(t) = (1− r)t−rh(t) + t1−rh′(t) = t−r
(

1

σ0
h(t) + th′(t)

)
Or la dé�nition de σ(t) donne :

σ0 = σ(t) = − h(t)

th′(t)

donc
`′(t) = t−r (−th′(t) + th′(t)) = 0.

On en déduit que ` est constante, égale à sa valeur en 1, donc pour tout t > 0 :

`(t) = `(1) = 11−rh(1) = h(1)

et en�n on obtient :

h(t) =
`(t)

t1−r
= h(1)tr−1.

(b) La question est tout à fait infaisable. On doit d'abord penser à transformer la relation à obtenir
sur v pour faire apparaître une fonction dont on devra montrer qu'elle est constante. Pour cela
on écrit :

v(t) =

(
1 + h(1)tr

1 + h(1)

)1/r

⇐⇒ v(t)r =
1 + h(1)tr

1 + h(1)
⇐⇒ v(t)r

1 + h(1)tr
=

1

1 + h(1)
.

Posons alors a(t) = v(t)r

1+h(1)tr et calculons sa dérivée :

a′(t) =
rv′(t)v(t)r−1(1 + h(1)tr)− rh(1)tr−1v(t)r

(1 + h(1)tr)2
=

rv(t)r−1

(1 + h(1)tr)2
×
[
v′(t)(1 + h(1)tr)− h(1)tr−1v(t)

]
6
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Reste à montrer que le facteur entre crochet est nul pour obtenir que a est constante. Pour
cela on doit se servir d'une relation entre v, v′ et h : la relation de dé�nition de h est utile,
d'autant que h est connue, mais fait intervenir ϕ. Mais en prenant la dé�nition de ϕ, on voit
qu'elle s'écrit en fonction de v et v′ et on obtient :

h(t) = h(1)tr−1 =
v′(t)

v(t)− tv′(t)
.

On va isoler v(t) dans cette relation pour le remplacer dans l'expression au-dessus :

[v(t)− tv′(t)]h(1)tr−1 = v′(t) donc v(t)h(1)tt−1 = v′(t)[1 + trh(1)]

et en prenant la di�érence, on montre donc que le crochet à droite dans l'expression de a′(t)
est nul, donc a′(t) est nulle et en�n a est une constante. Or on peut calculer :

a(1) =
v(1)r

1 + h(1)1r
=

Ψ(1, 1)r

1 + h(1)
=

1r

1 + h(1)
=

1

1 + h(1)
.

On en déduit que pour tout t > 0,

a(t) = a(1) =
1

1 + h(1)

et en�n en remontant les équivalences du début de la question,

v(t) =

(
1 + h(1)tr

1 + h(1)

)1/r

(c) On peut alors calculer à l'aide de la question 5c :

Ψ(x, y) = yv

(
x

y

)
= y

(
1 + h(1)x

r

yr

1 + h(1)

)1/r

= y

(
yr+h(1)xr

yr

1 + h(1)

)1/r

= y

(
1

yr

)1/r (
1

1 + h(1)
yr +

h(1)

1 + h(1)
xr
)1/r

On peut alors poser a = h(1)
1+h(1) et on calcule sans di�culté 1 − a = 1+h(1)−h(1)

1+h(1) = 1
1+h(1) qui

sont tous les deux strictement positifs car on a vu précédemment que h est strictement positive.

On en déduit que a > 0 et que 1− a > 0 donc a < 1. En�n on a bien a ∈]0; 1[ et

Ψ(x, y) = (axr + (1− a)yr)
1/r

(d) La question 3b montre qu'une fonction de production CES a bien une élasticité de substitution
constante, et la question 7c montre qu'une fonction de production admettant une élasticité de
substitution constante a la forme d'une fonction de production CES : ce sont donc les seules
fonctions de production ayant cette propriété.

8. (a) On prend le logarithme de St :

Ht(r) =
1

r
ln
(
atr + (1− a)

)
=

1

r
ln
(
aer ln t + (1− a)

)
Lorsque r tend vers 0, c'est encore le cas de r ln t, donc er ln t tend vers 1, et l'intérieur du
logarithme tend vers 1. On a une forme indéterminée, mais on peut alors remarquer que

aer ln t − a −−−→
r→0

0

donc avec ln(1 + u) ∼
0
u on obtient :

Ht(r) ∼
r→0

aer ln t − a
r

=
a(er ln t − 1)

r

Nouvel équivalent usuel avec cette fois eu − 1 ∼
0
u pour obtenir :

Ht(r) ∼
r→0

a× r ln t

t
= a ln t −−−→

r→0
a ln t.

En composant par l'exponentielle continue on obtient en�n :

St(r) −−−→
r→0

ea ln t = ta

(b) On déduit de la question précédente que

F (x, y) = yza = y

(
x

y

)a
= y1−axa.
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Partie III.

9. (a) Ti est une fonction a�ne de Ri qui suit une loi normale, donc elle suit une loi normale. De plus
la linéarité de l'espérance et la quadracité de la variance donnent

E(Ti) = aui + b+ E(Ri) = aui + b et V (Ti) = 12V (Ri) = V (Ri) = σ2

donc Ti suit bien la loi normale annoncée.

(b) Par lemme des coalitions, les Ri étant mutuellement indépendantes, les Ti le sont aussi.

10. (a) Commençons par exprimer "simplement"M(a, b) en fonction des notations précisées au-dessus :

M(a, b) = ln

(
n∏
i=1

ϕi(ti)

)
=

n∑
i=1

ln

[
1

σ
√

2π
exp

(
− 1

2σ2
(ti − aui − b)2

)]

=

n∑
i=1

(
ln

[
1

σ
√

2π

]
− 1

2σ2
(ti − aui − b)2

)

= n ln

[
1

σ
√

2π

]
− 1

2σ2

n∑
i=1

[
t2i + a2u2i + b2 − 2atiui − 2bti + 2abui

]
= −n ln

(
σ
√

2π
)
− 1

2σ2

(
nt2 + na2u2 + nb2 − 2natu− 2nbt+ 2nabu

)
= −n ln

(
σ
√

2π
)
− n

2σ2

(
t2 + a2u2 + b2 − 2atu− 2bt+ 2abu

)
Cette fonction est de classe C2 (polynômiale) et on peut calculer ses dérivées partielles pre-
mières :

∂1(M)(a, b) = − n

2σ2

(
2au2 − 2tu+ 2bu

)
= − n

σ2

(
au2 − tu+ bu

)
puis

∂2(M)(a, b) = − n

2σ2

(
2b− 2t+ 2au

)
= − n

σ2

(
b− t+ au

)
En�n le gradient de M en (a, b) est le vecteur de R2 dont les coordonnées sont les dérivées
partielles que l'on vient de calculer.

(b) et c) Par suite, les points critiques de M sont les solutions du système :{
∂1(M)(a, b) = 0
∂2(M)(a, b) = 0

⇐⇒
{
au2 − tu+ bu = 0
b− t+ au = 0

⇐⇒
{
au2 − tu+ (t− au)u = 0

b = t− au

⇐⇒
{
a(u2u2) + tu− tu = 0

b = t− au ⇐⇒
{
as2u − cov(u, t) = 0

b = t− au

⇐⇒

{
a = cov(u,t)

s2u

b = t− cov(u,t)
s2u

u

et ce système admet bien une unique solution (â, b̂) donnée par :{
â = cov(u,t)

s2u

b̂ = t− cov(u,t)
s2u

u

11. (a) On calcule les dérivées partielles secondes de M :

∂21,1(M)(a, b) = − n

σ2
u2 = − n

σ2

(
s2u + u2

)
puis

∂21,2(M)(a, b) = − n

σ2
u , ∂22,2(M)(a, b) = − n

σ2

et la Hessienne au pont (a, b) est bien :

∇2(M)(a, b) = − n

σ2

s2u + u2 u

u 1
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(b) Cette matrice étant constante, c'est encore la même au point critique. On cherche alors ses
valeurs propres donc les λ tels que ∇2(M)(a, b)−λI n'est pas inversible. Comme on travaille en
dimension 2 on peut se servir du déterminant de ∇2(M)(a, b)− λI dont on sait que les valeurs
propres sont les racines de ce polynôme. On écrit :

∇2(M)(a, b)− λI =

−n(s2u+u2)
σ2 − λ −nuσ2

−nuσ2 − n
σ2 − λ


donc le déterminant est le polynôme :

P (λ) =

(
−n(s2u + u2)

σ2
− λ
)
×
(
− n

σ2
− λ
)
−
(
−nu
σ2

)2

On développe P :

P (λ) = λ2 +
n

σ2

(
1 + s2u + u2

)
λ+

n2

σ4
s2u

Notons α, β et γ les coe�cients de ce polynôme. Remarquons que puisque la Hessienne est
symétrique, elle admet au moins une valeur propre donc P admet au moins une racine. On en
déduit que son discriminant ∆ = β2 − 4αγ est positif ou nul.

On peut alors calculer les racines de P (qui sont éventuellement confondues si ∆ = 0, mais la
formule reste valable) :

λ1 =
−β −

√
∆

2α
, λ2 =

−β +
√

∆

2α

Or on sait que α = 1 > 0 et β = n
σ2

(
1 + s2u + u2

)
> 0, on en déduit que le numérateur de λ1 est

strictement négatif comme somme de termes négatifs dont un strictement, et le dénominateur
est strictement positif, et �nalement on a :

λ1 < 0

C'est un peu plus compliqué pour λ2. De nouveau le signe ne dépend que du numérateur, et
on remarque que ∆ = β2 − 4αγ < β2 car α et γ sont strictement positifs.

On en déduit alors que
√

∆ <
√
β2 = |β| = β puisque β est positif, et en�n on obtient

−β +
√

∆ < 0 donc λ2 < 0

Les deux valeurs propres de la Hessienne étant strictement négatifs, M admet un maximum
local au point critique (â, b̂).

12. Simpli�ons cette di�érence :

M(â+ h, b̂+ k)−M(â, b̂) = −n ln
(
σ
√

2π
)
− n

2σ2

(
t2 + (â+ h)2u2 + (b̂+ k)2 − 2(â+ h)tu− 2(b̂+ k)t

+2(â+ h)(b̂+ k)u
)

+ n ln
(
σ
√

2π
)

+
n

2σ2

(
t2 + â2u2 + b̂2 − 2âtu− 2b̂t+ 2âb̂u

)

= − n

2σ2

(
t2 + (â+ h)2u2 + (b̂+ k)2 − 2(â+ h)tu− 2(b̂+ k)t

+2(â+ h)(b̂+ k)u− t2 − â2u2 − b̂2 + 2âtu+ 2b̂t− 2âb̂u
)

On développe l'intégralité de la formule, de nombreux termes s'éliminent et il va rester :

M(â+ h, b̂+ k)−M(â, b̂) = − n

2σ2

(
h2u2 + 2âhu2 + k2 + 2b̂k − 2htu− 2kt+ 2âku+ 2b̂hu+ 2hku

)

9
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On va alors injecter la relation b̂ = t− âu, on obtient :

M(â+ h, b̂+ k)−M(â, b̂) = − n

2σ2

(
h2u2 + 2âhu2 + k2 + 2tk − 2âku− 2htu− 2kt+ 2âku+ 2htu

−2âhu2 + 2hku
)

= − n

2σ2

(
h2u2 + 2âhu2 + k2 − 2htu+ 2htu− 2âhu2 + 2hku

)
On rassemble alors certains termes proches, faisant apparaître s2u et cov(u, t) :

M(â+ h, b̂+ k)−M(â, b̂) = − n

2σ2

(
2h(tu− tu) + 2âh(u2 − u2) + h2u2 + k2 + 2hku

)
= − n

2σ2

(
− 2h cov(u, t) + 2âhs2u + h2u2 + k2 + 2hku

)
On injecte en�n la formule â = cov(u,t)

s2u
donc âs2u = cov(u, t) :

M(â+ h, b̂+ k)−M(â, b̂) = − n

2σ2

(
− 2h cov(u, t) + 2h cov(u, t) + h2u2 + k2 + 2hku

)
= − n

2σ2

(
h2u2 + k2 + 2hku

)
On remarque en�n qu'on a presque une identité remarquable sauf que le carré n'est pas au bon
endroit par rapport à la moyenne. Mais on fait apparaître celui qu'il faut :

M(â+ h, b̂+ k)−M(â, b̂) = − n

2σ2

(
h2u2 − h2u2 + h2u2 + k2 + 2hku

)
= − n

2σ2

(
h2s2u + (hu+ k)2

)
qui est (en�n ! !) clairement négatif ou nul, donc pour tout h et pour tout k on obtient :

M(â+ h, b̂+ k)−M(â, b̂) 6 0⇐⇒M(â+ h, b̂+ k) 6M(â, b̂)

et en�n en posant h = a− â et k = b− b̂ on obtient que pour tout (a, b) ∈ R2 on a :

M(a, b) 6M(â, b̂)

et M admet bien un maximum global atteint en (â, b̂).

13. (a) L'énoncé donne à la ligne 4 l'équation de la régression de t en u ; par symétrie on en déduit que
l'équation de la régression de u en t est :

u =
cov(u, t)

s2t
t+ u− cov(u, t)

s2t
t

Mais comme la droite est tracée avec u en abscisse, il faut renverser l'expression pour obtenir
t en fonction de u :

u =
cov(u, t)

s2t
t+ u− cov(u, t)

s2t
t ⇐⇒ cov(u, t)

s2t
t = u− u+

cov(u, t)

s2t
t

⇐⇒ t =
s2t

cov(s, u)
u− s2t

cov(s, u)
u+ t

⇐⇒ t =
s2t

cov(s, u)
(u− u) + t

ce qui donne informatiquement la ligne 5 suivante :

plot2d(u,variance(t)/corr(u,t,1)*(u-mean(u))+mean(t))

(b) Le point d'intersection des deux droites de régression est le point moyen (u, t).

10
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(c) On en déduit en lisant les coordonnées de ce point d'intersection que :

u ' 2 et t ' 2, 8

(d) Les points observés sont proches de chacune des droites de régression dont les séries statistiques
sont assez fortement corrélées. De plus le coe�cient directeur est positif donc la corrélation est
positive : le coe�cient de corrélation est donc proche de 1.

(e) On reconnaît que a0 est le coe�cient directeur de la droite de régression de u en t donnée
précédemment.

Ensuite on reconnaît dans b0 le terme constant de cette droite.

On en déduit que t0=a0*u+b0 donne la série statistique obtenue en régressant t à l'aide de u,
c'est-à-dire la meilleure approximation de t par une fonction a�ne de u.

Ensuite en faisant e=t0-t, e est l'écart (algébrique, car on n'a pas pris la valeur absolue) entre
t et son approximation t0

En�n on met dans p le numéro des simulations e�ectuées puis on trace l'écart algébrique e
entre t et t0 en fonction du numéro de la simulation correspondante.

Les points semblant répartis autour de 0, on peut conjecturer que la moyenne des ordonnées
des 16 points vaut environ 0. Calculons-là mathématiquement par linéarité de l'espérance :

e = t0 − t = t0 − t = a0u+ b0 − t =
cov(u, t)

s2u
u+ t− cov(u, t)

s2u
u− t = 0.

14. (a) Par linéarité de l'espérance, et avec E(Yi) = aui + b vu au début de cette partie on obtient :

E(An) =
1

ns2u

n∑
i=1

(ui − u)(aui + b) =
1

ns2u

n∑
i=1

(
au2i + bui − auui − bu

)
= =

1

ns2u

(
nau2 + nbu− au2 − bu

)
=

a

s2u
×
(
u2 − u2

)
=

a

s2u
× s2u = a

Ensuite par quadracité de la variance et indépendance des variables Ti on obtient :

V (An) =
1

n2s4u

n∑
i=1

(ui − u)2σ2 =
σ2

n2s4u

n∑
i=1

(ui − u)2 =
σ2

n2s4u
× ns2u

=
σ2

ns2u

De plus à partir des Ti indépendantes et suivant toutes des lois normales, on compose par
une fonction a�ne donc on obtient des variables indépendantes suivant des lois normales, on
somme ces variables donc on obtient une variable suivant une loi normale, et en�n on compose
à nouveau par une fonction a�ne et on obtient encore une loi normale. On en déduit que

An ↪→ N
(
a,

σ2

ns2u

)
(b) On cherche un intervalle de con�ance sous la forme [An − ε;An + ε] et on cherche la valeur de

ε. On cherche alors à calculer P (a ∈ [An − ε;An + ε]) et pour cela on transforme l'évènement :

(a ∈ [An − ε;An + ε]) = (An−ε 6 a 6 An+ε) = (−ε 6 An−a 6 ε) =

(
− ε

σ√
nsu

6
An − a

σ√
nsu

6
ε
σ√
nsu

)

Or la variable A∗n = An−a
σ√
nsu

suit la loi normale centrée réduite donc on en déduit que :

P (a ∈ [An − ε;An + ε]) = Φ

(
ε
σ√
nsu

)
−Φ

(
− ε

σ√
nsu

)
= Φ

(
ε
σ√
nsu

)
−

[
1− Φ

(
ε
σ√
nsu

)]
= 2Φ

(
ε
σ√
nsu

)
−1
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et on résout �nalement l'équation :

P (a ∈ [An − ε;An + ε]) = 1−α⇐⇒ 2Φ

(
ε
σ√
nsu

)
−1 = 1−α⇐⇒ Φ

(
ε
σ√
nsu

)
= 1−α

2
= Φ(dα)

et comme Φ est bijective on obtient �nalement :

P (a ∈ [An − ε;An + ε]) = 1− α⇐⇒ ε
σ√
nsu

= dα ⇐⇒ ε =
σdα√
nsu

et �nalement l'intervalle
[
An − σdα√

nsu
, An + σdα√

nsu

]
est un intervalle de con�ance de a au niveau

de con�ance 1− α.
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