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Devoir surveillé numéro 1

Exercice 1.

A tout couple (a, b) de deux réels, on associe la matrice M(a, b) dé�nie par :

M(a, b) =

a+ 2b −b −2b
2b a− b −4b
−b b a+ 3b


On désigne par E l'ensemble des matrices M(a, b) où a et b décrivent R. Ainsi :

E = {M(a, b)/(a, b) ∈ R2}

On note I la matrice identité M(1, 0) et A la matrice suivante :

A =

 2 −1 −2
2 −1 −4
−1 1 3


1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel M3(R) des matrices carrées d'ordre

3. En déterminer une base ainsi que sa dimension.

2. Véri�er que les réels 1 et 2 sont deux valeurs propres de A (on ne fera pas de pivot à paramètre dans
cette question).

3. Calculer (A− I)(A− 2I).
En déduire que 1 et 2 sont les seules valeurs propres de A.

4. Déterminer une base de chacun des sous-espaces propres de A. On notera X1, X2 et X3 les trois
vecteurs obtenus.

5. Véri�er que (X1, X2, X3) forment une base deM3,1(R).

6. Déterminer deux matrices P et D de M3(R) véri�ant les conditions suivantes :

• P est inversible et ses trois éléments diagonaux sont égaux à 1.

• D = (di,j) est diagonale avec d1,1 = 2

• D = P−1AP

7. Prouver que la matrice D(a, b) = P−1M(a, b)P est une matrice diagonale.

8. Prouver que [M(a, b)]2 = I si et seulement si [D(a, b)]2 = I
En déduire l'existence de quatre matrices M(a, b) que l'on exprimera en fonction de I et A, véri�ant
[M(a, b)]2 = I.

Exercice 2.

On note I la matrice I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 et on considère la matrice A =

7 5 1
6 −1 2
6 1 3

.

1. (a) Montrer, grâce à la méthode du pivot de Gauss, que les valeurs propres λ de A sont les solutions
de l'équation λ3 − 9λ2 − 27λ+ 53 = 0.

(b) Étudier la fonction f qui, à tout réel x, associe f(x) = x3 − 9x2 − 27x + 53, puis dresser son
tableau de variation (on précisera les limites de f en −∞ et +∞, on notera m le minimum local
de f sur R, M le maximum local de f sur R et on ne cherchera ni à calculer m, ni à calculer
M).

(c) Calculer f(0) et f(3) puis déterminer les signes de m et M .

(d) Montrer que A possède trois valeurs propres, que l'on ne cherchera pas à calculer et que l'on
notera λ1, λ2 et λ3, avec λ1 < λ2 < λ3.
On admet qu'alors, il existe une matrice P inversible telle que A = PDP−1, avec D =λ1 0 0

0 λ2 0
0 0 λ3

.
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2. L'objectif de cette question est de déterminer l'ensemble E des matricesM deM3(R) qui commutent
avec A c'est-à-dire qui véri�ent AM =MA.

(a) Montrer que E est un espace vectoriel.

(b) Montrer que les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales.

(c) Montrer l'équivalence entre les deux propositions suivantes :

i. M est une matrice de E.

ii. P−1MP commute avec D.

(d) Établir que toute matrice M de E est combinaison linéaires des trois matrices suivantes :

P

1 0 0
0 0 0
0 0 0

P−1 , P

0 0 0
0 1 0
0 0 0

P−1 , P

0 0 0
0 0 0
0 0 1

P−1

(e) En déduire la dimension de E.

(f) Montrer, en raisonnant sur les valeurs propres de A, qu'il n'existe aucun polynôme annulateur
non nul de A de degré inférieur ou égal à 2. En déduire que (I, A, A2) est une base de E.

Exercice 3.

Pour tout entier naturel n non nul, on dé�nit la fonction f � par : ∀x ∈ R, fn (x) =
1

1 + ex
+ n x.

On appelle (Cn) sa courbe représentative dans un repère orthonormé
(
O,~i,~j

)
d'unité 5 cm.

1. (a) Déterminer, pour tout réel x, f ′n (x) et f
′′
n (x).

(b) En déduire que la fonction fn est strictement croissante sur R

2. (a) Calculer lim
x→−∞

fn (x) ainsi que lim
x→+∞

fn (x).

(b) Montrer que les droites (Dn) et (D′n) d'équations y = nx et y = nx + 1 sont asymptotes de
(Cn)

(c) Déterminer les coordonnées du seul point d'in�exion, noté An de (Cn).

(d) Donner l'équation de la tangente (T1) à la courbe (C1) en A1, puis tracer sur un même dessin
les droites (D1), (D

′
1) et (T1) ainsi que l'allure de la courbe (C1).

3. (a) Montrer que l'équation fn (x) = 0 possède une seule solution sur R, notée un.

(b) Montrer que l'on a : ∀n ∈ N∗,
−1
n

< un < 0.

(c) En déduire la limite de la suite (un)

Exercice 4.

Dans tout cet exercice, N désigne un entier naturel supérieur ou égal à 3.
On dispose de deux urnes opaques U1 et U2, d'apparence identique et contenant chacune N boules indis-
cernables au toucher.
L'urne U1 contient (N − 1) boules blanches et une boule noire.
L'urne U2 contient N boules blanches.

I - Une première expérience aléatoire

On e�ectue des tirages sans remise dans l'urne U1, jusqu'à l'obtention de la boule noire.
On note X la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de tirages nécessaires pour l'obtention
de la boule noire.
On notera pour tout entier naturel i non nul :

• Ni l'évènement � on tire une boule noire lors du i-ième tirage �.

• Bi l'évènement � on tire une boule blanche lors du i-ième tirage �.
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1. On simule 10000 fois cette expérience aléatoire.
Recopier et compléter le programme SCILAB suivant pour qu'il a�che l'histogramme donnant la
fréquence d'apparition du rang d'obtention de la boule noire :

N = input ( ' Donner un en t i e r na tu r e l non nul ' ) ;
S = ze ro s (1 ,N) ;
f o r k = 1 : 10000

i = 1 ;
M = N ;
whi l e ________________

i = i + 1 ;
M = ________________ ;

end
S( i ) = S( i ) + 1 ;

end
d i sp (S / 10000)
bar (S / 10000)

2. On exécute le programme complété ci-dessus. On entre 5 au clavier et on obtient l'histogramme
suivant :

Quelle conjecture pouvez-vous émettre sur la loi de la variable aléatoire X ?

Pour les questions suivantes, on revient au cas général où N > 3.

3. En écrivant soigneusement les évènements utilisés, calculer P (X = 1), P (X = 2) et P (X = 3).

4. Déterminer la loi de la variable aléatoire X.

5. Préciser le nombre moyen de tirages nécessaires à l'obtention de la boule noire.

II - Une deuxième expérience aléatoire

On choisit une des deux urnes au hasard (chaque urne a la même probabilité d'être choisie) et on tire
dans l'urne choisie une par une les boules sans remise jusqu'à être en mesure de pouvoir connaître l'urne
choisie.
On note Y la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de tirages ainsi e�ectués.
On note :

• C1 l'évènement � on choisit l'urne U1 �.

• C2 l'évènement � on choisit l'urne U2 �.
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1. Justi�er que pour tout entier j ∈ J1, NK :

PC1(Y = j) =
1

N
.

2. Calculer PC2(Y = j) pour tout entier j ∈ J1, NK.
(On distinguera les cas j = N et 1 6 j 6 N − 1).

3. Montrer que :

P (Y = j) =


1

2N
si j ∈ J1, N − 1K

1

2
+

1

2N
si j = N

4. Calculer l'espérance de Y .

III - Une troisième expérience aléatoire

On e�ectue une succession in�nie de tirages avec remise dans l'urne U1. On admet qu'on obtient presque-
sûrement au moins une boule blanche et au moins une boule noire lors de ces tirages.
On note T la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de tirages nécessaires jusqu'à l'obtention
d'au moins une boule noire et d'au moins une boule blanche.
On note U la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de boules blanches tirées jusqu'à l'obtention
d'au moins une boule noire et d'au moins une boule blanche.
Par exemple, si les tirages ont donné successivement : noire, noire, noire, blanche, blanche, noire,. . . , alors
T = 4 et U = 1.

1. Préciser les valeurs prises par T .

2. Montrer soigneusement que pour tout entier k > 2,

P (T = k) =
1

N

(
N − 1

N

)k−1

+
N − 1

N

(
1

N

)k−1

.

3. Montrer que la variable aléatoire T admet une espérance que l'on calculera.

4. (a) Calculer P ([U = 1] ∩ [T = 2]).

(b) Calculer P ([U = 1] ∩ [T = k]) pour tout entier k > 3.

5. Soit j un entier tel que j > 2.

(a) Calculer P ([U = j] ∩ [T = j + 1]).

(b) Que vaut P ([U = j] ∩ [T = k]) pour tout entier k > 2 tel que k 6= j + 1 ?

6. Calculer P (U = 1) puis déterminer la loi de U .
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