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Devoir surveillé n° 2

Le Samedi 7 Décembre 2019

Exercice 1.
On note I et A les matrices de M3(R) définies par :

100 0 1 0
01 0 A=[1 0 1],
0 0 1 01 0
et £ Pensemble des matrices de M3(R) défini par :
a+c b c
E= b a+2c b , (a,b,c) €R3
c b a+c

Partie I : Etude de la matrice A

1. Calculer A2.
2. Montrer que la famille (I, A, A%) est libre.
3. Montrer : A3 =2A4

4. Déterminer une matrice P de M3(R) dont tous les coefficients de la premiére ligne sont égaux a 1 et
une matrice D de M3(R) diagonale dont les coefficients diagonaux sont dans I’ordre croissant telles
que: A= PDP~!.

Partie II : Etude d’une application définie sur &

5. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de M3(R) et que la famille (I, A, A?) est une base de &.
En déduire la dimension de £.

6. Montrer que pour toute matrice M de &£, la matrice AM appartient a £.

On note f application de £ dans £ qui, & toute matrice M de £, associe AM.
7. Vérifier que f est un endomorphisme de ’espace vectoriel £.

8. Former la matrice F' de f dans la base (I, 4, A%) de €.

9. Montrer : fo fo f=2f.
10. Déterminer une base de Im(f) et une base de Ker(f).

11. (a) Résoudre I’équation f(M) = I + A2, d’inconnue M € £.
(b) Résoudre l’équation f(N)= A+ A2, d’inconnue N € &.

Exercice 2.
On consideére la fonction f définie pour tout réel x positif ou nul par f(z) =1—e 7.

1. (a) Dresser le tableau de variations de f.

(b) Montrer que : Vo € RT fl@) <z , I’égalité ayant lieu seulement pour x = 0.
2. On considére la suite (u,,) définie par son premier terme ug = 1 et par la relation :
Vn € N Upt1 = f(un)

(a) informatique : Compléter les instructions suivantes (& compléter en faisant appel a la fonction
f définie précédemment en Scilab) qui permettent de représenter les termes de rangs 1 a 100
de la suite (uy,) :
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u0=1
U=zeros(1,100)
U(1)=£f (u0)
for k=1:99 do
U (R+1) =skokok ok kok ks okok ok
end

N=1:100
plot(N,U,’+’)

On obtient le graphique suivant :
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Emettre une conjecture sur la monotonie et la limite de la suite (uy,).

Nous allons maintenant étudier mathématiquement la suite (u,,) :
Montrer que : Vn e N w,, €]0,1]
Montrer que : Vn € N Up — Up+1 = 0

(b

(c
(d) Conclure quant & la convergence de la suite (u,) et donner sa limite.

)
)
)
a) Montrer que la série de terme général (u, — u,11) est convergente.
2
U
(b) Montrer que u, — Uptq ~ 7” en +o0o.
(c) Donner enfin la nature de la série de terme général u?2.
(d) informatique : A la suite des programmes précédents, on ajoute les instructions suivantes :
V=2x([u0, U(1:99)]1-U)

Si=cumsum(V)
S2=cumsum(U."2)

plot(N,S1,7%?)
plot(N,S2,7+?)

On obtient le graphique :
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Expliquer a quelles séries correspondent les deux courbes tracées?
En quoi le graphique est-il cohérent avec les résultats de ’exercice ?
Ces deux séries sont-elles équivalentes 7

Exercice 3.
Dans cet exercice, on considére la fonction f définie comme suit :

f(0) =1, et pour tout z non nul de | —oo;1[, f(z) = m

1. Montrer que f est continue sur | — oo; 1[.

2. (a) Déterminer le développement limité de In(1 — z) & l’ordre 2 lorsque z est au voisinage de 0.
1
(b) En déduire que f est dérivable en 0, puis vérifier que f/(0) = 7

3. (a) Montrer que f est dérivable sur | —oo; 0[ et sur |0; 1], puis calculer f’(x) pour tout réel x élément
de | — 00; 0[U]0; 1[.
(b) Déterminer le signe de la quantité In(1 — x) 4+ z lorsque = appartient & | — co; 1[, puis en déduire
les variations de f.
(c) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition, puis dresser son tableau
de variation.
4. (a) Etablir que, pour tout n € N*, il existe un seul réel de [0;1[, noté wu,, tel que f(u,) = n et
donner la valeur de u;.

(b) Montrer que la suite (u,) converge et que lim u, =1

li
n—-+oo
Exercice 4.

2 1
On dispose d’une piéce de monnaie amenant Pile avec la probabilité 3 et Face avec la probabilité 3"

Partie I : Etude d’une premiére variable aléatoire

On effectue une succession de lancers avec cette piéce et on définit la variable aléatoire X prenant la valeur
du nombre de Face obtenus avant I’obtention du deuxiéme Pile.

1. a. Décrire les événements [X = 0], [X = 1], [X = 2] puis calculer leurs probabilités.
4

b. Montrer : Vn € NP ([X =n]) = (n+ 1)3n+2-

Partie IT : Etude d’une expérience en deux étapes

On effectue une succession de lancers avec la piéce précédente jusqu’a 'obtention du deuxiéme Pile; puis
en fonction du nombre n de Face obtenus, on place n+ 1 boules dans une urne, les boules étant numérotées
de 0 & n et indiscernables au toucher, et enfin on pioche au hasard une boule dans cette urne.

On note toujours X la variable aléatoire prenant la valeur du nombre de Face obtenus, et on note U la
variable aléatoire prenant la valeur du numéro de la boule obtenue. On pose V = X — U.

2. a. Déterminer I’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire U.
b. Déterminer, pour tout n de N, la loi conditionnelle de U sachant [X = n)].
c. En déduire, pour tout k de N :

+o0o
P([U=k]) = Z ni 1P([X =n]) puis P(U=Fk|])= 3,3“
n==k

d. Montrer que U admet une espérance et une variance et les calculer.

3. a. Déterminer ’ensemble des valeurs prises par la variable V.
b. Déterminer, pour tout n de N, la loi conditionnelle de V' sachant [X = n).
c. En déduire la loi de V.

4. Montrer que les variables aléatoires U et V' sont indépendantes.

5. Que vaut cov(U, V) ? En déduire cov(X,U).
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Partie III : Etude d’un jeu

Dans cette partie, p désigne un réel de 0; 1[.
Deux individus A et B s’affrontent dans un jeu de Pile ou Face dont les régles sont les suivantes :

2
e le joueur A dispose d’une piéce amenant Pile avec la probabilité — et lance cette piéce jusqu’a

I’obtention du deuxiéme Pile; on note X la variable aléatoire prenant la valeur du nombre de Face
alors obtenus;

e le joueur B dispose d’une autre piéce amenant Pile avec la probabilité p et lance cette piéce jusqu’a
I’obtention d’un Pile; on note Y la variable aléatoire prenant la valeur du nombre de Face alors
obtenus ;

e Le joueur A gagne si son nombre de Face obtenus est inférieur ou égal A celui de B sinon c’est le
joueur B qui gagne.

On dit que le jeu est équilibré lorsque les joueurs A et B ont la méme probabilité de gagner.

6. Simulation informatique

a. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function x = simule_X() qui simule la variable aléatoire

X.

b. On suppose que 1l’on dispose d’une fonction simule_Y qui, prenant en argument un

réel p de |0;1[, simule la variable aléatoire Y. Expliquer ce que renvoie la fonction

suivante :

1. function r = mystere(p)

2 r=20

3 N = 10"4

4. for k = 1:N

5. x = simule_XQ)
6 y = simule_Y(p)
7 if x <=y then
8 r=r + 1/N
9. end

10. end

11. endfunction

le graphe suivant

A la vue de ce graphe, conjecturer une valeur de p pour lequel le
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7. Etude de la variable aléatoire Y
On note Z la variable aléatoire prenant la valeur du nombre de lancers effectués par le joueur B.

a.

b.

. On trace, en fonction de p, une estimation de la probabilité que A gagne et on obtient

jeu serait équilibré.

Reconnaitre la loi de Z et préciser son(ses) paramétre(s), son espérance et sa variance.

Exprimer Y & ’'aide de Z et en déduire ’existence de ’espérance et de la variance de Y et
préciser leurs valeurs.

. Montrer : Yn e N, P([Y >n])=(1-p)™
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8. a. Montrer : P([X <Y]) = JrZO:OP (X =n)P (Y = n]).
n=0

4
b. Déduire des résultats précédents : P ([X < Y]) = TR
p

c. Déterminer la valeur de p pour laquelle le jeu est équilibreé.



