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Concours Blanc 2 : Ecricome

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raison-
nements entreront pour une part importante dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
L’utilisation de documents, d’une calculatrice ou de tout appareil électronique est strictement interdite.
Les abréviations sont interdites. Les notions doivent étre écrites en toutes lettres .

Toute abréviation et toute phrase écrite au crayon & papier ne seront pas lues par le correcteur.

Exercice 1.
Dans tout I’exercice, on notera M3(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 3 et I la matrice identité
d’ordre 3. On considére la matrice A définie par :

0
A:

W N =

2
-1 2
-3 1
L’objectif de cet exercice est de déterminer I’ensemble des matrices M de M3(R) telles que M? = A.

Partie A : Etude de la matrice A
1. Calculer les matrices (A —I)? et (A —I)3.
2. En déduire ’ensemble des valeurs propres de A.

3. La matrice A est-elle inversible 7 Est-elle diagonalisable ?

Partie B : Recherche d’une solution particuliére
On note pour tout = €] — 1,1[, p(z) = V1 + z.
4. Justifier que la fonction ¢ est de classe C? sur | — 1, 1], et déterminer les valeurs de ¢'(0) et ¢ (0).

5. En utilisant la formule de Taylor-Young pour ¢ en 0 & l'ordre 2, déterminer un réel o non nul tel
que :

z—0

1
Vi+z=1+ 22 + ax? + x?e(x) avec lim e(x) = 0.

1
6. On note P(x) =1+ 5% + ax? la fonction polynomiale de degré 2 ainsi obtenue. Développer (P(x))2.

7. Soit C' = A — I. En utilisant les résultats de la question 1, vérifier que (P(C))? = A.
Expliciter alors une matrice M telle que M? = A.
Partie C : Résolution compléte de I’équation

On munit I'espace vectoriel R? de sa base canonique B = (e1, ez, €3).
Soit f ’endomorphisme de R3 dont la matrice représentative dans la base B est la matrice A.

1 1 0
Dans cette partie,on pose : T= 10 1 1
0 0 1
w = (17 0, 1),
8. Soient u, v et w les vecteurs définis par : v = f(w) —w,
u= f(v) —wv

(a) Calculer les vecteurs v et u.
(b) Démontrer que la famille B’ = (u, v, w) est une base de R3.
(c) Déterminer la matrice représentative de f dans la base B’.

(d) En déduire qu’il existe une matrice P € M3(R) inversible telle que 7= P~1AP.

9. Soit M € Ms(R).
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(a) Montrer que si N2 =T, alors NT = T'N. En déduire alors que N est de la forme :

o O 9

b
a
0

L 0

ou a,b et ¢ sont trois réels.
(b) Démontrer alors que 1’équation matricielle N2 = T' admet exactement deux solutions : N; et
No.

10. Montrer que I’équation matricielle M? = A d’inconnue M € M3(R) admet exactement deux solu-
tions que ’on écrira en fonction de P, P!, Ny et Na.

11. L’ensemble E des matrices M appartenant & M3(R) telles que M? = A est-il un espace vectoriel ?

Exercice 2.

1. Une loi exponentielle.
Soit X une variable aléatoire réelle qui suit une loi exponentielle de paramétre 1.

(a) Donner une densité de X et rappeler les valeurs de ’espérance et de la variance de la variable
aléatoire X.

(b) Redémontrer que la fonction de répartition de la variable aléatoire X est la fonction F' définie
pour tout réel x par :
o six <0,
F(a:)—{ 1—e® siz>0.

2. Etude d’une suite.

On considére la suite (up),>1 définie par u;y = 1 et pour tout entier naturel non nul n par :
Upt1 = Fuy).

(a) Montrer que pour tout réel x : €* >z + 1.
Montrer que I’égalité a lieu si et seulement si x = 0.
(b) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a : u, > 0.

(c) Recopier et compléter le programme SCILAB suivant qui permet de représenter les cent pre-
miers termes de la suite (uy,)n>1 :

U = zeros(1,100)

U(1) =1

for n =1 : 99
U(n+1) =

end

plot (U,"+")

(d) Le programme précédent complété permet d’obtenir la représentation graphique suivante :
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Quelle conjecture pouvez-vous émettre sur la monotonie et la limite de la suite (u,)n>1 7
(e) Etudier la monotonie de la suite (u,)n>1.
(f) En déduire que la suite (uy)n>1 est convergente et déterminer sa limite.

(g) A laide de la question 2(a), montrer successivement que pour tout entier naturel n non nul :

> _Un ¢ LENP R
U _— e —.
n+1 = 1 T, Uni1 X U,

(h) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul :

S I=

Up =

(i) On modifie le programme écrit en question 2(c) en remplacant la derniére ligne par :

X = 1: 100
S = cumsum (U)
Y = log (X)

plot2d (X,S)
plot2d (X,Y)

Le programme ci-dessus permet d’obtenir la représentation graphique suivante :
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Que représente le vecteur-ligne S7?
Quelle conjecture pouvez-vous émettre sur la nature de la série de terme général u, 7

(j) A l'aide de la question 2(h), établir la nature de la série de terme général w,,.

IT - Une fonction et une variable aléatoire & densité

Soit g la fonction définie sur R par :

() = 0 siz <0,
I =9 pe® siz > 0.

1. Etude de la fonction g.

(a) Montrer que g est dérivable sur | —oo, 0] et sur ]0, +oo]. Est-elle continue en 0 7 Est-elle dérivable
en 07

(b) Donner le tableau de variations de g sur [0, +o0o[ (on précisera la limite de g en +00).
(c) Etudier la convexité de g sur ]0, +ocl.

(d) Donner lallure de la courbe représentative de la fonction g sur R.
On précisera avec soin cette allure au voisinage du point d’abscisse 0 de la courbe. On rappelle
-1
que e~ =~ 0,37.

2. Etude de variables aléatoires.
(a) Montrer que la fonction g est une densité de probabilité.

On note Y une variable aléatoire dont une densité est la fonction g, et dont la fonction de répartition
est notée G.

(b) Sans calcul, justifier que la fonction G est de classe C! sur R.

(¢) Montrer que pour tout réel z,

0 six <0,
G(:”)_{ l—e®(1+z) siz>0.

(d) Montrer que la variable aléatoire Y admet une espérance, que 1’on calculera.

3. On considére la variable aléatoire Z = e .
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(a) Déterminer la fonction de répartition notée H de la variable aléatoire Z.
(b) En déduire que Z est une variable aléatoire & densité et déterminer une densité de Z.

(c) La variable aléatoire Z admet-elle une espérance ?

Exercice 3.

Dans tout 'exercice, X et Y sont deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé et a
valeurs dans N.

On dit que les deux variables X et Y sont échangeables si :

V(i,j) eN?, P(X =iln[Y =j]) = P(X =j]n[Y =1]).

Résultats préliminaires

1. On suppose que X et Y sont deux variables indépendantes et de méme loi.
Montrer que X et Y sont échangeables.

2. On suppose que X et Y sont échangeables. Montrer, a 'aide de la formule des probabilités totales,
que :
VieN, P(X=i)=PY =i).

Etude d’un exemple

Soient n, b et ¢ trois entiers strictement positifs.
Une urne contient initialement n boules noires et b boules blanches. On effectue ’expérience suivante, en
distinguant trois variantes.

e On pioche une boule dans I'urne.
On définit X la variable aléatoire qui vaut 1 si cette boule est noire et 2 si elle est blanche.

e On replace la boule dans ’'urne et :
* Variante 1 : on ajoute dans 'urne ¢ boules de la méme couleur que la boule qui vient d’étre
piochée.
* Variante 2 : on ajoute dans ’urne ¢ boules de la couleur opposée a celle qui vient d’étre piochée.
* Variante 3 : on n’ajoute pas de boule supplémentaire dans ’urne.
e On pioche a nouveau une boule dans I'urne.

On définit Y la variable aléatoire qui vaut 1 si cette seconde boule piochée est noire et 2 si elle est
blanche.

3. (a) Compléter la fonction Scilab suivante, qui simule le tirage d’une boule dans une urne contenant
b boules blanches et n boules noires et qui retourne 1 si la boule tirée est noire, et 2 si la boule
tirée est blanche.

function res = tirage(b,n)
r=rand ()
i then
res = 2
else
res = 1
end
endfunction

(b) Compléter la fonction suivante, qui effectue 'expérience étudiée avec une urne contenant initia-
lement b boules blanches, n boules noires et qui ajoute éventuellement ¢ boules aprés le premier
tirage, selon le choix de la variante dont le numéro est variante.

Les paramétres de sortie sont :

e x : une simulation de la variable aléatoire X
e y : une simulation de la variable aléatoire Y.
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function [x,y] = experience (b,n,c,variante)
x=tirage(b,n)
if variante == 1 then
if x == 1 then

else

end
elseif variante == 2 then

end
y = tirage(b,n)
endfunction

(c) Compléter la fonction suivante, qui simule ’expérience N fois (avec N € N*), et qui estime la
loi de X, la loi de Y et la loi du couple (X,Y).
Les paramétres de sortie sont :
e 1oiX : un tableau unidimensionnel & deux éléments qui estime [P(X = 1), P(X = 2)]
e 1oiY : un tableau unidimensionnel & deux éléments qui estime [P(Y = 1), P(Y = 2)]
e 10iXY : un tableau bidimensionnel & deux lignes et deux colonnes qui estime

Ay =2))
N 2

1
) PX =2 )1

function [loiX, loiY, loiXY] = estimation (b,n,c,variante,N)
loiX = [0,0]
loiY=[0,0]
1loiXY=[0,0;0,0]
for k=1:N
[x,y]=experience(b,n,c,variante)
loiX(x)=loiX(x)+1

end

loiX = loiX / N

loiY = loiY / N

loiXY = loiXY / N
endfunction

(d) On exécute notre fonction précédente avec b=1,n=2,c=1, N=10 000 et dans chacune des va-
riantes. On obtient :
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-->[1oiX, loiY, loiXY] = estimation (1,2,1,1,10000)

loiXY =

0.49837 0.16785

0.16697 0.16681
loiY =

0.66534 0.33466
loiX =

0.66622 0.33378

-->[1loiX, loiY, loiXY] = estimation (1,2,1,2,10000)

loiXY =

0.33258 0.33286

0.25031 0.08425
loiY =

0.58289 0.41711
loiX =

0.66544 0.33456

-->[1loiX, loiY, loiXY] = estimation (1,2,1,3,10000)

loiXY =

0.44466 0.22098

0.22312 0.11124
loiY =

0.66778 0.33222
loiX =

0.66564 0.33436

En étudiant ces résultats, émettre des conjectures quant & 'indépendance et 1’échangeabilité
de X et Y dans chacune des variantes.
On donne les valeurs numériques approchées suivantes :

0.33 x0.33 ~0.11
0.33 x0.41 ~0.14
0.33 x 0.58 ~ 0.19
0.33 x 0.66 ~ 0.22
0.41 x 0.66 ~ 0.27
0.58 x 0.66 ~ 0.38
0.66 x 0.66 ~ 0.44

4. On se place dans cette question dans le cadre de la variante 1.

Donner la loi de X.

(a
(b
(c
(d

Déterminer la loi du couple (X,Y).

Déterminer la loi de Y.

—_ o T

Montrer que X et Y sont échangeables mais ne sont pas indépendantes.



