ECE 2 - Mathématiques

HEC 2011 - Correction

Exercice

1. (a) A est symétrique donc diagonalisable.

(b) On résout AX = X

AX =X =

< Lo+ 2L+ Ly
L3+ 203+ L,

<~
L3<—L3—|—L2

On en déduit que
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—x+1/2y+1/22=0
1/22 —y+1/22 = 0
1/20+1/2y —2=0

-3/2y+3/22 =0
+3/2y —3/22=0

—r+1/2y+1/22=0
-3/2y+3/22=0

< R
Il
SEN

—

{ —z+1/2y+1/22=0

0=0

E1(A)=Vect | [ 1] ]| # {0}

1
et 1 est bien valeur propre de A, avec | 1
1

—

un vecteur propre associé.

(¢) Soit A un réel. Appliquons la méthode de Gauss & la matrice A :

-\ 1/2 1/2
A=-X=1[1/2 —-Xx 1/2 =
1/2 1/2 =\

<~

Ll < 2L1
L2 “— 2L2

Ly < Ls

=2 Lg(—)LQ—Ll

L

—

< L3 —+ 2>\L1

L3+ L3+ Ly

—2A 1 1

1 —2) 1

1 1 —2)

1 1 —2)

1 —2X 1
—2A 1 1
1 1 —2X

0 —2Xx—1 142X
T+2\  1-4A2

1 1 —2X
0 —-2x-1 142X
0 0 2 4 2\ — 42

Les valeurs propres de A sont les valeurs qui annulent I'un au moins des coefficients de la

diagonale, donc les solutions de :

22 —-1=0<= A =-1/2 et

2 42\ —4)\?
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qui a pour discriminant puis racines :

—246 1 —2—-6
A=4432= - - - —1.
+3 36, M\ ~3 5 T2 ~3
On obtient finalement :
1 1
Sp(4) = {—2; 1} et on a déja vu que  FEy(A) =Vect | | 1| | = Vect[Xq]
1

et la famille (X) est libre (constituée d’un vecteur non nul) et génératrice de E7(A), c’en est
une base.

On cherche alors le sous-espace propre associé & —1/2, on a :

T 1 r+y+z2=0
X=\y eE,%(A) = <A+2I>X=0<:> 0=0
z 0=0
-y —z -1 -1
= r=—y—z<=X= Y =yl 1 |+=2[ O
z 0 1
donc on en déduit que :
-1 -1
E_, (A) = Vect 11,10 = Vect[ X2, X3]
0 1

et la famille (X5, X3) est libre (2 vecteurs non colinéaires) et génératrice de Efé(A), c’en est
une base.

Enfin on concaténe les bases des sous-espaces propres, la famille (X7, X5, X3) est donc une base
constituée de vecteurs propres de A.

2. La matrice I est élément de S, (ses coefficients sont bien positifs et Xy = X() mais pas —I, qui a
des coefficients strictement négatifs.

Sp n’est donc pas stable par produit externe donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel de M., (R).

3. (a) Soient A et B deux matrices de S,,. On pose C'= AB. On note a;;, b;j, c;; les coeflicients des
matrices A, B, C.

Comme AXg = BXg= Xp, on a:
CXy=ABXy)=AXy= Xy
et Xg est bien un vecteur colonne associé & la valeurs propre 1.

Montrons que les coefficients de C sont positifs. Soient ¢ et j dans In1;n], on a :

n
Cij = Zaikbkj >
k=1
car pour tout k € [1;n], a;; et by; sont positifs.

Donc C € §,,.
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4.

w1
(a) Soit W = | i | un vecteur propre associé a la valeur propre A (qui existe forcément car \ est
Wn,
une valeur propre).
On considére M = max(|wi|, |wa],...,|w,|) et on note k un entier tel que M = |wy]| (c’est-a-

~

dire qui réalise le maximum).
Comme W #£ 0, on a M # 0 (sinon tous les w; seraient nuls) et wy # 0. On peut donc poser :

1
V=—W
Wy

Le vecteur V est un vecteur propre de A associé & A, montrons qu’il vérifie les conditions
imposées : pour tout ¢ € [1;n],

lvi| = | —| = <5 =1
Wi M M
Et par définition de ket V :
V = % =1
Wi

Comme AX( = Xy, on remarque que pour tout i € [1;n] :

n
E Q5 = 1
Jj=1

Par ailleurs : AV = AV donc : .
Z iV = )\Ui
j=1

En particulier, pour i = k :

n
E aL;V; = A
Jj=1

Donc, en appliquant l'inégalité triangulaire (les az; sont positifs) :
n

n
A<D arslog| < aw; = 1.
1

Jj= Jj=1
Notons I; I’ensemble des entiers de 1 & n privé de 'entier k. On a :
n
E ap; = E apj — gk = 1 — agg
JEIL Jj=1

Par ailleurs :
n

E AV = E AV — QgkVk = /\—akk Xx1=X— ALk
JjeEly Jj=1

On applique l'inégalité triangulaire :

A —agk| < Z ak;|v;| < Z ar; = 1 — agg

Jjeli jElx
D’apreés la question précédente :
—(1—=arr) <A —apr <1 —apg,

Donc :
—1+2ap, <A<1

Si tous les coefficients diagonaux de A sont strictement supérieurs a 1/2, on a agr > 1/2 puis
A>2ap,—1>0.

Donc 0 ne peut pas étre une valeur propre de A et A est inversible.
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Probléme

Partie I. Quelques exemples. Premiéres propriétés.

1. (a) On calcule sans difficulté :

h
/ dt = [1", =2h.

—h

h
/(m+t)dt = /dt+/ tdt—2xh+[ ] = 2zh + 0 = 2zh.
—h

h 3 3., 73
t h h 2
/ tx+t)dt = x/ tdt+/ tht—xxO+[ ] _ :§h3'
—h _ _h

“n 3 3
h h h h ) )

/ (x+t)*dt = x2/ dt+2x/ tdt+/ t2dt:2m2h+2x><O+§h3:2a:2h+§h3.
—h —h —h —h

(b) On calcule de méme :

h h h h t4 4
/ t(a:+t)2dt:a:2/ tdt+2x/ t2dt+/ £ dt = 0+ 2 x 2h° + = —gh?
—h —h —h —h 3 4 n 3

car le crochet vaut 0.

(¢) On part de la nouvelle formule et on fait le changement de variable u = ht qui donne :

= a=ta i w——h | il u=h
h h
donc :
/fx+ht / flz 4+ u) du = Sy (h)
et de méme :
3 [t 3 (M 3 [h
— tf(erht)dt —f(:c+u)duf uf(:rJru)du:Gz(h)

2h 2n2 |, h 2h3

2. (a) Sik est pair, (—1)* =1 donc
R*(1 - (=1)%) =0.

Si k est impair, (—1)¥ = —1 donc

R*(1 — (—=1)k) = 2hF.

1 [t T gl h" 0 si n est impair
So(h) = 5/ (ht)"dt = > = ——(1— (=) = B ) b
1 n+l] ; 2n+1) o1 Sinest pair

(1-(=1)"*) =

3h™ 1
n+2

3h™ |:tn+2:|1 _ 3hn—1
1

3 [t n 0 si n est pair
GO(h)‘ﬁ/ x(ht)"dt = 2n (n+2|_, 2(n+2) {

si n est impair

(¢) On utilise la formule du bindéme pour développer la puissance :

Sy(h) = ;/11(a:+ht)"dt = ;/11 <kz_0 (Z)(ht)kx”k> dt
- kzn:_o (Z)ﬂ’“;/ll(ht)k dt
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On reconnait la valeur de So(h) pour f(t) = t*, qui vaut 0 lorsque k est impair et kh—:l si k est

pair donc :
n

Se(hy= Y (Z) LA h2 A, (h)

k=0,k pair k +1

en posant (c’est bien une fonction polynomiale en h) :

- n n n_khk—Q
As(h) = 3 (k)x k1

De méme :

1 1 n
G.(h) = % 1t(z + ht)"dt = %/1t X ( <Z> (ht)kx"k> dt
- - 0

k=
n

_ N\ nr 3 ! k
= Z<k>z o 71t><(ht) dt

k=0

3hk-

1 .
i S k est

On reconnait la valeur de Go(h) pour f(t) = t*, qui vaut 0 lorsque k est pair et
pair donc :

- n n7k3hk71 n—1 2
Ge(h)= Y R )T g =t B (h)

k=0,k impair

en posant (c’est bien une fonction polynomiale en h) :

_ " n\ ,_p3hF3
By (h) = Z (k)x k42

k=3,k impair

Lorsque h — 07, h?A,(h) et h?B,(h) tendent trivialement vers 0 donc les limites existent et :

s(z) =2" et g(x)=na""t

On étudie les limites & gauche et & droite du taux d’accroissement :

limmzl et limm:—l#l

z—0t T z—0- T

donc f n’est pas dérivable en 0.

On calcule sans difficulté : par parité de la valeur absolue (donc imparité de t — ¢ x |t|) on a :

1

! h ! 1
So(h)=§/_1|ht|dt=§x2/o bt = Sh——0=5(0)

puis

3 [ 3 !

On peut alors calculer 'intégrale :

1

h
Sh) = g7 [ St dt= g P+ o), =

F(x+h)—F(x—h)
2h ’

2h

La fonction F est dérivable en = et F'(z) = f(z), donc lorsque h est au voisinage de 0, un
développement limité obtenu par la formule de Taylor-Young donne :

F(z+h)=F(x)+hf(x)+o(h) e F(x—h)=F(x)—hf(z)+o(h)

On remplace dans ’expression de S, (h) :

@ rolh) oy 4 o) —— f(a)

Sx(h) 2h h—s0+

Donc s(x) existe et s(z) = f(x).
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5. (a) On consideére la fonction v, définie par sur R* par :

fle+t) = f(z) —tf'(z)

v (t) = ;

Par continuité de f, cette fonction est continue sur R* et R’ , montrons qu’elle peut étre pro-
longée en 0 par continuité :

Avec la formule de Taylor-Young, on obtient un développement limité de f au voisinage de x :
pour tout ¢t au voisinage de 0,

fle+t)=f(@)+tf'(z) =0o(t) donc wv,(t)= - = o(1)

020
On prolonge alors v, par v,(0) = 0, la fonction v, est bien continue sur R, et on a : pour ¢t = 0,
flx+0) = f(z) +0f'(z) + 0v4(0)
d’une part, et d’autre part pour tout ¢t # 0 :
f@) +tf' (@) +tva(t) = fz) + tf'(2) + [f (@ +1) = f(a) —tf'(@)] = f(z + 1)

donc v, satisfait & toutes les conditions demandées.

(b) On en déduit alors que :

h h h
/ 3
f(x)/htdt+f(x)/ht2 dtJr/htzvm(t) dt] =5

3 h

G.(h) = o3

l 23
O+f(:c)><§h +/

t2v, (1) dt]
—h

h
f(z)+ 2:%/ 20, (1) dt

—h
(c) Soit € > 0. Comme lim,_,¢ v, (t) = 0, il existe § > 0 tel que que pour tout ¢ € [—4, J],
v ()] <€
Pour tout h €]0, 4], pour tout t € [—h; h],
—0<—h<t<h<d donc te[-0;0] et |u(t)<e

Par inégalité triangulaire, on obtient alors :

h
‘ / t2v, (1) dt
—h

Or en intégrant avec les bornes dans l'ordre croissant I'inégalité t2|v,(t)| < t?c (obtenue car

t2>0)ona:
h h 2h3
/ t2|vg ()| dt < 5/ t2dt = —-¢
n _n 3

h
</ [0, ()] dt
—h

Enfin en rassemblant ces deux inégalités on a bien :

3 [,
— t“v,(t) dt
th/_h ®)

(d) On en déduit que lorsque h tend vers 0, la fonction

<ix27h3—
Sop T3t

3 (M,
hb—>—/tv$t dt

admet une limite nulle, donc par opération sur les limites, G, admet une limite en 0 et :

—0 —h

h
g(x) = Jim [f’(x) oo / 0, (1) dt] — f'(a).
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6. (a) On développe par identités remarquables :
h 2
p(a,b) = / ({f(:c + t)} —2(b+at)f(x +1t)+ (b+ at)2> dt
—h

puis on développe & nouveau les deux termes de droite et on utilise la linéarité de I'intégrale :

ola,b) = /_};([f(:c+t)r—2bf(x+t)—2atf(:c+t)+b2+2at+a2t2> dt

h h h
/ [z + 1) dt72b/7hf(a:+t) dtha/htf(ert) dt

—h _

h h h
+b2/ dt+2a/ tdt+a2/ t2 dt
—h —h —h

Enfin on a déja vu (voir la premiére question) que :

h h h 2
/ dt =2h / tdt=0 |, / t2 dt = Zh3
—h —h —h 3

ce qui donne bien :

h

h h
¢(a,b) :/ [f(z + 1)) dt—2b/_hf(x+t) dt—Qa/htf(x—i—t) dt+§h3a2+2hb2.

—h —
(b) La fonction ¢ s’écrit, avec ki, ko, k3, k4 et ks des constantes (par rapport & a et b) :

<p(a, b) = k1 — 2koa — 2k3b + k4a2 + k‘5b2

La fonction ¢ est une combinaison linéaire de 5 fonctions de classe C? donc ¢ est de classe C?
et de plus :
Op dp
—(a,b) = —2ko + 2k t -
9 ?) ST

Donc ¢ admet un unique point critique (a*, b*) avec :

(a,b) = —2ks + 2ksa.

a*—b—3/htf(a:+t)dt—G(h) et b*—’%—l/hf(xﬂ)dt—sm)
k28 ), e ks 2n ), e

Partie IT : Probabilités

7. (a) Par linéarité de I’espérance et propriétés de la variance :

B(X)=- |, V(X):i donc E(hX):g ot V(hx) ="

De méme :

E((f(hX +))*) = f(h+2)* P(X =1) + f(2)*P(X = 0) =

Donc par formule de Koenig-Huyghens :

T 2 T 2 T T 2
VX +2)) = +h)]2+[f( )] _(f( +h2)+f( ))
_ 2@ PP +2(f @) — [f@ W) — [f@)) —2f @+ k) f (@)
4
_ Ve P+@P -2/ +h)f(@) _ [fz+h) - @]
4 4
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De plus, toujours par théoréme de transfert :
EhXf(hX+2z)]=hf(h+2)P(X =1)40f(z)P(X =0) =

Donc (formule de Koenig-Huyghens pour la covariance) :

cov(hX, f(hX + ) — hf(x2+ h) g " f(:v+h2)+f(x) _ 2hf(xz+h) —hi(;v—kh) —hf(x)

et enfin :
hlf(z + h) — f(z)]

cov(hX, f(hX 4+ x)) = 1

Dans ce cas les deux variables ont une variance non nulle, 7, (h) existe et vaut :

hlf(z+h)=f(z)]
1

rg(h) =
\/h: « H@th) —f@)]?

1 1

B h[f(f-‘r’i) f(@)] f(iC—l— h) — f(z)
MIGE=F@ |f(z+ h) - [(z)]

_ { L sif(z+h) = f(x) >
—1 siflz+h) - f(2) <

Dans les deux cas, le coefficient de corrélation linéaire vérifie |r,(h)| = 1 donc il existe une

relation de dépendance affine entre f(hX + z) et hX.
On peut donc écrire :
f(hRX +z)=a(hX)+0b

et comme X ne prend que les valeurs 0 et 1, a et b vérifient le systéme :

{f(h+x):ah+b {azw
flx)="b b= f(z)

ce qui donne donc :

f(hX +z) = [f(x+h) = f(@)] X + f(z)
Si f(z+h) = f(z), f(hRX+x)(Q) = {f(z)} donc f(hX+z) est une variable certaine égale & f(z).

La relation précédente est encore valable dans ce cas.

La fonction :

xH{ 1/2 si —l<e<l
0 sinon

est une fonction densité de X. La fonction :

0 siz < —1
x> 1/2(x+1) si —1<z<1
1 six>1

est la fonction de répartition de X. Enfin (les deux autres intégrales dans le calcul de E(X?)
convergent absolument et valent 0, et celle qu’on écrit converge absolument car n’est pas géné-
ralisée) :

-1+1
+:0

B(X) = — 7

Ve = B - o = [ ' jardr = L

D’aprés le théoréme de transfert (les deux autres intégrales convergent absolument et valent 0,
et celle qu’on écrit converge absolument car n’est pas généralisée) :

E(f(hX + z) = /_11 F(ht + 2)1/2dt = S, (h)
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d’aprés la question 1)c). Toujours d’aprés le théoréme de transfert :

1
E((f(hX+x)2):/ (F(ht + 2))21/2dt

-1

On fait le changement u = ht, qui donne :

t=-u |, dt:%du , t=—1l=u=-h , t=1=u=h

donc :

h
B(0X +2P) = 37 [ (flu+a)Pdu

et par formule de Koenig-Huyghens :

VX +0)) = B(X +2) = (B0 + ) = 50 [ (e a)Pdu= (S.(0)

Enfin avec un dernier théoréme de transfert :

1 2 3 1 2

hif(ht+2)1/2dt = = x 2 [ tpht + 2)dt = %Gm(h)
1

E(th(hX+x)):/ 3 720/,

toujours d’aprés la question 1)c).

Comme E(hX)=hE(X) =0, on a & nouveau avec Koenig-Huyghens mais sur la covariance :

2

cov(hX, f(hX +z)) = E(hXf(hX +z) = %Gz(h)

9. (a) Comme f est paire on a pour tout t € R, f(—t) = f(¢).

On dérive cette relation : en tout point = tel que f est dérivable en x, f est dérivable en —x
et :

—f'(=z) = f'(z)
Enfin on prend ce résultat en x = 0 (ici f est bien dérivable en 0) :

—f'(0) = f'(0) = 2f'(0) = 0 = f'(0) = 0.
De plus la fonction ¢ — ¢ f(t) est impaire, calculons alors Gy(h) :
3 [k
Go(h) = — tf(t) dt =0
o) = 5 [ 410
et on en déduit que cov(hX, f(hX)) = 0 puis ro(h) = 0.
(b) f est dérivable et f’(t) = nt"~*. Donc si n = 1, f/(0) = 1, sinon f/(0) = 0.

On reprend la question 2b (avec n impair) :

h2 hn+1
cov(hX, f(hX)) = gGo(h) =13

et S()(h) =0

ce qui donne (avec 2n pair et en reconnaissant Sp(h) pour g(t) = 2" :

1 h ) ) h2n
V(f(hX)) = — 27 dt — 0% =
(F(r X)) Qh/_h o+ 1
et enfin :
hn+l
rolh) = T _ 3(2n+ 1) 3(2n+ 1)
oY [ERVIED  n+2 h—0+ n+2
3 % 2n+1
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10. (a) Dans 5d, on a montré que ’llir% G.(h) = f'(x) # 0 donc d’aprés 8b :
—

cov(hX, f(hX + x)) —f'(z)

h—0 3

(b) f(z) =0doncon a:
flx+t) =tf (x) + tug(t).

On remplace :
h h h
E(f(hX +z)) = S;(h) = % (f'(z)/htdth/htv:c(t)dt) = %[htvx(t)dt

car on a déja vu que f_hht dt = 0.

On prend le carré de f(x +t), on a:
(0 +0)? = (L (@) +0a (1) = E2(f (@) +va(D)? = 217 (@) v (242 (@) (8)] = C1F (@)2Fwa (1),

On obtient alors :

h h h
B(f(X +2)) = 5 (f(w+t))2dt=21h<(f’(w))2 | earr | twt»?dt)

ﬁ _h —h —h
= Ppere [ w2
3 2h ), "

(¢) On reprend le méme raisonnement qu’aux questions 5¢) et 5d).

Soit € > 0. Comme v, tend vers 0 en 0, il existe § > 0, tel que pour tout ¢ € [0,0] :
vz (1) < €

Soit h € [0, 6]

Donc

De méme, comme w, tend vers 0 en 0 (par somme de limites immeédiate), il existe § > 0, tel
que pour tout ¢ € [0, 4] :
lwa(t)] <€

Soit h € [0, d].

h
/ 2w, (t)dt
—h

Donc

(d) D’apres 10c on obtient les développements limités suivants : au voisinage de 0,

2

E(f(hX +x)) =o(h) et BE((f(hX +2)*) = %[f’(x))Q +o(h?)]

Donc :
2 2

V(X +0)) = S (F @)+ oh?) = "1 @)1+ o)

et comme (1 + o(1)) — 1 on obtient 1’équivalent :
-0

VUFBX +2) ~ (f (@)

h—0t

10
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(e) Avec les questions précédentes et en composant un équivalent par la racine carrée (ce qui est
permis puisque c¢’est une puissance) :

N L@ [
h—0t [hZ %Q(f’(x))2 |f ()]

3

Donc :
lim rz(h){ 1o f'(x)>0

h—0+t

11. On se raméne au cas précédent en posant :
La fonction g vérifie

De plus on a :

et
cov(hX,g(hX+z)) = cov(hX, f(hX+z)—f(z)) = cov(hX, f(hX+z))—f(x)cov(hX,1) = cov(hX, f(hX+zx))
car
cov(hX,1) = E(hX) - E(hX)E(1) =0.
Donc le coefficient de corrélation linéaire r,(h) est le méme pour f et pour g, on a donc le méme
résultat qu’a la question précédente :
. _ 1 sif'(x)>0
hli%h ra(h) = { -1 sif'(z) <0
Partie III. Généralisation aux dérivées d’ordre supérieur.
12. (a) On obtient sans difficultés :
Rt)=1 , Fit)=F(t)=0.

Pl(t):%(tz—l) , Pl(t)y=t , P/(t)=1.

1 t(t? —1 32 —1
P =@ -2 Ao =" =2t

(b) Le degré d’un produit de polynomes est la somme des degrés donc deg(P,,) = 2n .

La dérivation enléve un au degré, sauf pour une constante qui devient de degré —oo donc :
VEk € [0;2n], deg(P¥))=2n—k et Vk>=2n+1, deg(PPM)=—cc.

(c) D’apres la formule du binéme de Newton, il existe un polynéme @ de degré au plus 2n — 1 tel

que :
1

- 2nn)

Pa(t) (" +Q(t))

En dérivant n fois, Q™ est de degré n — 1 au maximum et on a :

_2n(2n—1)x...(n+1)
B 2nn)

P (t) t"+QM(t)

et le coefficient dominant de P,, est donc :

o — 2n(2n —1) x...(n+1)  (2n)!

2nn! ~2n(nl)?
En dérivant @ 2n fois on obtient 0 donc Pé%) est déterminée par la dérivée de son terme
dominant : (2n)! (2n)!
P2n) () = en): (@n) () = n):
()= ST F Q) = 5o

11
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(d) Montrons par récurrence que pour tout k € [0;n — 1], il existe un polynome tel que pour tout
t réel :
PI(t) = (8 = 1)" " Th(t)

_1

e Initialisation : Pour k£ = 0, avec T : t = 57,

on a:

P, (t) = (2 — 1)"Tp(t)

et la propriété est vraie au rang k = 0.

e Hérédité : Soit k € [0;n — 2], supposons que pour tout t réel :
P(t) = (8 = 1)" (1)
ou T} est un polynéme. On dérive cette relation : pour tout ¢ réel :

PFD(#) = 2t x (n—k)x (= )" "1 Tu(t) + (¢ — 1)"FTY(E)

= (-1 (2n - RTR(t) + (% = DTL() = (2 — )" DT (1)

et posant
T (t) = (12 = )T}, (1) + 2(n — k)tT3(t)

qui est bien un polynoéme.

e Conclusion : Pour tout k € In0;n — 1], il existe un polynéme T}, tel que :
PM(t) = (2 — 1) F T (1)
Enfin le degré du produit est la somme des degrés donc :

2(n — k) +deg(Ty) =2n — k < deg(Tx) =2n —k —2(n— k) =2n — k — 2n + 2k = k.
(Remarque : ’obtention du degré de T} peut étre incluse dans la récurrence : on le prouve pour
k =0, ou T est bien constant, puis pour Tj41 dans I’hérédité).

On en déduit, comme (—1)% —1 =12 — 1 = 0 que pour tout k € [0;n — 1] :
P (1) = P*)(—1) = 0.

(e) En utilisant des intégrations par parties successives, on montre par récurrence que pour tout
ke [0;n] :

1 1
n(n—l)...(n—k—i—l)/ & k
L—)" dt = L4+t)" (1 —t)" " dt
/_1( ) (n+1)...(n+k) _1( ) )
Initialisation : L’égalité est évidente pour k = 0.

Heérédité Soit k € [0;n — 1] et supposons que :

1 nn — oo ln - 1

On intégre par parties, avec :

(1 4 t)n+k+1

u=(1-t)"% et wv= k1

qui sont de classe C! sur [—1;1] et :
u=(n—-kA-t)""*1 et o =(1+t)"F

on a alors :

1 n+k+1 1 1
_ 14 ¢)ntht _ n—k ke
1+ )" P -k at = [( 1—t)nk +7/ 14 ¢)n R — k=t gy

1
= s [ asr st
-1

12
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On en déduit que :

! -1)...(n—k+1) n—k !
1 2yn _n(n / 1 b yntkdl o] _ -Gk
/_1( £)" dt (n+1)...(n+k) okt _1( +t) (1-1) dt

Ce qui termine le raisonnement par récurrence.

En particulier pour k =n :

' 2\n _ o 1 2t = 4 SSATuAs 1
Lo-ora = oo [0 < [t

22n+1(pl) Ix2x---xn 220F(ph)?

(n+1)(n+2)...2n+1) “Tx2x-xn (2n +1)!

13. (a) On intégre par parties, avec :
u=R(t) et wv=P,(n—1))

qui sont de classe C! sur [—1;1] avec :

ce qui donne :

1 1 1
/ R(OP{M() dt = [ROPID (0]~ / R(H)P V(1) dt

-1 —1 1

Comme P,(Lnfl)(—l) = P,E”fl)(l) =0, on en déduit 1'égalité demandée.
(b) On en déduit alors successivement :

1 1 1
/ RWPM™ @) dt = - / R )PV (t) dt = (—1)2 / R"(t)P"=2 (1) dt

-1 -1 -1

. /1 R(n)(ﬂpfln—n)(t) dt = (—1)" /1 R (t)P,(t) dt

-1 -1

(c) Sile degré de R est strictement inférieur a n, R(™ est le polynéme nul donc avec la formule

précédente :
1

/ 1 R(t)PM™(t) dt = (-1)" / RM™W ()P, (t) dt =0
—1 -1

(d) On applique 13b avec R = P .

[ era=car [ pewp.o

-1

D’aprés 12c :

Or on peut écrire :

_ 1 2\1n (_1)71 2\n
Pat) = == )" = (- 2)
D’aprés 12e :
1 n ol n o2n+1 2 n+1
(-1 / 9 (-1) 2 (n!) 2 X n!
P,(t) dt = 1 -t dt = =(-1)"—x
/_1 ®) 21! _1( ) 2nn x (2n +1)! (=1) (2n +1)!
On en déduit : ) (2n) .
2n)! 27T x nl 2
P(n) 2 — —
/_1( ) A= Y G T T gl

13
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14. (a)

Pour n = 0, on obtient :

1!

1
m[lf(x+ht>Po(t) dt = S, (h)

Donc d’aprés la question 4), sa limite en 07 est

De méme | 1
% L fla+ ht)Py(t)dt = G (h)
donc d’apreés la question 5), sa limite en 07 est
Ly(z) = f'(z).

La formule établie en 13b, reste valable si R est une fonction de classe C'°°. On applique donc
cette formule avec R :t — f(x + ht).

Par une récurrence immeédiate on obtient :
R™(t) = h" ™) (2 + ht)
Donc :
1 hn 1
/ fla+ ht)P™(t) dt = ﬁ/ FO) (@ + ht) x (1 —t2)" dt

—1 - J1

Par la question 5, il existe une fonction v, continue sur R telle que, pour tout ¢t € R :
F (@ 41) = fO @) + 1D () + b, (1)

Donc en Pappliquant en ¢’ = ht :

/1 (f<"> (z + ht) — f(")(a:)) (1—¢2)" dt = /11 ht (f<n+1>(x) n vw(ht)) (1— )" dt

-1

Or la fonction t — f"+1)(2) + v,(t) est continue sur R, donc sur [~1;1] : elle est continue sur
le segment [—1; 1] donc bornée ce qui donne :

Vee[-11], m< fOT (@) (t) < M
Pour h < 1 (possible puisque on s’intéresse & h — 07) on a :
Vte —1<ht<1 donc m< fO)(x)+v,(ht) <M
puis on multiplie cet encadrement par ht(1 —t2)" qui est positif sur [0; 1] et négatif sur [—1;0] :

Yt e [-1;0] , Mht(1—t)" < ht (f("+1)(a:) —l—UI(ht)) (1 —t3H"™ < mhtvg (ht)(1 — t2)"

Ve e [0:1] , mht(l— )" < ht (f("+1)(x) + vw(ht)) (1 — 12)" < Mhtv, (ht)(1 — 2)"

On integre ces inégalités avec les bornes dans ’ordre croissant, on obtient :

0 0 0
Mh/ t(1— 3" dt < / ht (f("+1)(x) + vw(ht)) (1—tH™ dt < mh/ t(1— )™ dt
—1 1 -1

1 1 1
mh/ t1— )" dt < / ht (f<"+1>(x) +vz(ht)> (1—tH" dt < mh/ t(1 — )" dt
0 0 0

Or les intégrales qui encadrent ne dépendent pas de h donc sont des constantes, donc les cotés
gauche et droit de chaque encadrement tendent vers 0, et par théoréme d’encadrement les deux
intégrales au centre tendent vers 0, et enfin leur somme tend vers 0 donc :
1 1
/ (f(")(m 4 ht) — f (x)) (1— )" dt = / ht (f("“)(x) + vz(ht)) (1—)" dt —— 0
—1 1

h—0t

14
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15.

Par suite, on en déduit que :

1 22n+1(n!)2

1
li M) (2 + ht)(1 — 3" dt = / 1— g =20 r(m)
D’aprés 14b :
(2n+1) n (2n +1) N )
2n+1hnn|/ f(z + ht) ()()d = W/ f()x-l-ht)(l—t) dt

(2n+ 1)! “ 22n+1(pl)2
h—ot  22ntl(ph2 T (2n 4 1)!

()

Donc L, (x) existe et

Ly(x) = f(n) (z).

(a) On a vu précédemment que pour tout k, deg(P,Ek)) = k; on va se servir de cette propriété pour

obtenir la liberté :

Soient Ag, ..., A, tels que

On dérive n fois cette égalité il reste (tous les autres polynomes sont de degré strictement
inférieurs a n :
A P =0

2n)

et on a vu que P,g est une constante non nulle, donc on obtient A\, = 0.

On dérive alors I’égalité de départ (n — 1) fois et on obtient \,_; = 0, et en réalisant cette
opération a chaque fois il reste finalement :

MPo=0
avec Py # 0, donc A\ = 0.

enfin la famille est libre et constituée de (n + 1) vecteurs de R, [X] qui est de dimension n + 1,
c’est donc une base de R,,[X].

Remarque : on peut éviter le recours a l’itération : on suppose que les \; ne sont pas tous nuls
et on pose k le plus grand indice i tel que A\; # 0, on dérive k fois et on obtient A\, = 0, ce qui
est absurde.

(b) Par linéarité de ’intégrale, en écrivant le carré comme un produit :

/ (Qn ZZaka]/ P(k ( )Pj(j)(t) dt

k=0 j=0

D’aprés 13c), si k < j, en posant R = P,gk) qui est de degré strictement inférieur & j, U'intégrale
est nulle.

De méme l’intégrale est nulle si £ > j en posant R = Pj(j ), on obtient alors :

[@ora=3a [ Ao
-1 k=0 71

D’aprés 13d :

1
(k) 2 2
P =
/_1( ko (1)dt 2k +1

1 , n 9
[ (@ =3 el

Donc :
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(c)

On développe :

B, (Qn) = / (f(x +at)? dt —2 / o+ atQult) di + / (@ule)?

-1

On exprime le deuxiéme terme en fonction des yy :
1 n 1 A n
/ fla+at)Qu(t) dt = a / fla+at) PP ) dt =" ay
—1 k=0 -1 k=0
ce qui donne en utilisant 15b :

1 n n
D, (Qn) = / (f(z + at))? dt — 2Zakyk + Z 21{21@%
k=0

-1 k=0

Enfin on développe également le résultat cherché :

12 2%k+1 \? "2, s 2 (2%k+1 ) &
Z2k+1<ak_ > y’“) Z2k+1a’“+z2k+1< > y’“)_ %+ 1
k=0 k=0 k=0
2 2
= —2
2 gp it 2 Ty ko2 e

ce qui donne :

i "2 L 2% +1 \? 241

_9 4 2 _ _ 2
Zakyk+z2k+1a’“ 22k+1 (“’“ 2 y’“) 9 Uk
k=0 k=0 k=0 k=0

et enfin :
L 12 %4+1 \° <2%+1
P = 2 s _ _ 2
@)= [ (o ranpis Y 2 (- ) -0
k=0 k=0
VQ, € R,[X], un carré étant positif, on a :
! "ok 41 .
©.(Qu) > [ (ot at)de =Y g = 0,(@3)

-1 k=0
a condition de poser @} tel que la somme de carrés soit nulle, ce qui donne :

2k+1

Vk e [0;n], aj= 5

Yk

et @} réalise bien le minimum de ®,,(Q,,).
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