ECE 2 - Informatique
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau Correction du TP4

Correction du TP4

Exercice 1.

1. U=grand(1,10000,’uin’,-2,5)
disp(U(1:100), "U=")
On obtient par exemple :

U=

column 1 to 17

column 18 to 34

column 35 to 51

column 52 to 68

column 69 to 85

column 86 to 100

2. 3. 2. - 1. 4. 0. 2. 0. 4. 0. 5. 2. 2. 1. 0.

On obtient bien des entiers compris entre —2 et 5. On peut méme remarquer que chacun des ces
entiers est simulé & peu prés le méme nombre de fois, ce qui est cohérent avec un choix "au hasard".

2. (a)

L’instruction cumsum(U) crée la liste des sommes cumulées du vecteur U, c’est-a-dire la liste

n 10000
i=1 i=1
L’instruction [1:1000] crée la liste des entiers de 1410000 c’est-a-dire [1 2 ... n ... 10000].
Le "point" devant la division signifie qu’on divise les vecteurs terme a terme , on obtient donc
n 10000
le vecteur [Uy/1 (U1 +Us2)/2 ... 13U .. e 2 Uil
i=1 i=1
C’est donc la liste des 10000 premiers termes de la suite (M,,) définie par M,, = L1E=Un (guite

des moyennes des n premiéres simulations de la loi).

// Création de la suite (Mn) des moyennes des n premiéres valeurs:

M=zeros(1,10000)

for n=1:10000 do
M(n)=mean(U(1:n))

end

// Courbe de la suite (Mn)

plot(1:10000, M, ’+?)

xtitle("Suite (Mn)","n", "Mn")

// Tracé de 1’espérance :

e=(-2+5)/2

plot2d ([0 10000], [e el, leg="espérance théorique de la loi uniforme")
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On remarque que la suite des moyennes de n simulations de la loi uniforme sur [—2;5] est
convergente. Elle semble effectivement converger vers ’espérance de la loi E(X) = *2;“5 =1,5.
Laloi forte des grands nombres est vérifiée. Elle donne d’ailleurs un sens 4 la notion d’espérance :
I’espérance d’une loi est la moyenne des valeurs obtenues sur un grand nombre de simulations

de cette loi.

3. //diagramme en baton de la série statistique U:
M=tabul (U,"i")
disp(M,"tableau modalités-effectifs de U : ")

// Diagramme en baton des fréquences

x=M(:,1)

£f=M(:,2)/ sum(M(:,2))

scf(1) ,subplot(1,2,1)

bar (x,f,width=0.1)

xtitle("diagramme en biton de 1’’échantillon", "modalités", "fréquences")

// Distribution théorique:

subplot(1,2,2)

bar(x, 1/8%ones(8,1) ,width=0.1,color="red’)
xtitle("distribution théorique", "modalités", "probabilités")
On obtient :

tableau modalités-effectifs de U :

1281.
1326.
1221.
1266.
1186.
1254.
1261.
1205.

gD WP O =N

On remarque que les entiers de —2 & 5 sont simulés avec a peu prés le méme effectif.
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di en baton de I'Echantill distribution théorique
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Le diagramme en baton converge bien vers la loi d’une uniforme sur [—2; 5] donnée par le tableau :

I
8

On retrouve bien la loi forte des grands nombres qui donne une définition "intuitive" d’une probabilité :
la probabilité d’un événement est la fréquence d’apparition de I’événement sur un trés grand nombre de
simulations de ’expérience.

Exercice 2.

1. U=grand(1,10000, ’unf’,-2,5)
disp(U(1:100), "U=")
On obtient par exemple :

U=

column 1 to 8
3.0400395 - 1.3232175 1.185665 0.2995350 1.303472 - 0.9980136 2.6081312
column 9 to 16
- 1.2140531 3.9634978 0.8076996 - 1.4697966 2.0721569 0.0010542 3.9837535
column 17 to 24
4.9566086 4.3079055 1.7451597 4.0129327 - 0.2028778 - 0.4238976 - 1.8609314
column 25 to 32
1.2868626 1.8423365 1.7917104 3.7883994 - 0.7407252 4.2005797 - 0.0738532
column 33 to 40
0.3676427 4.7935633 - 0.8964789 3.7082376 0.6006769 1.6278789 1.2627175
column 41 to 48
2.4353973 1.9701324 0.5528312 1.867663 3.3452031 1.4633151 - 1.4379534
column 49 to 56
- 0.2026879 - 0.2940887 2.5140071 - 0.3365919 2.5453521 - 1.0687756 4.7139096

column 57 to 64

1.8057034

- 1.9699064

0.6007840

2.8002213

- 0.6868199

- 0.1383885

0.4281001
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2.

2.4211801 3.9987544 - 0.8960767 1.017541 3.5521738 4.1645316 0.4502221

column 65 to 72

2.077446 3.9166055 0.967611 4.4450962 1.3523733 - 0.9612561 2.8799815

column 73 to 80

1.1833615 1.8348048 4.5439499 1.1263152 2.1328458 - 0.5835896 2.8148206

column 81 to 88

0.5248277 - 0.4807532 - 0.8595440 0.5903107 - 0.474897 0.6729352 - 0.7889390

column 89 to 96

0.8340196 1.752736 2.2047162 4.3215601 - 0.4703140 - 0.0726131 0.5116284

column 97 to 100

4.2216039 0.1413043 - 1.5553284 - 1.7242179

On obtient bien des réels compris entre —2 et 5. On remarque que le nombre de valeurs possibles
n’est plus discret, il est continu (les valeurs possibles ne sont pas isolées les unes des autres). On dit
qu’une variable aléatoire X suivant cette loi est une V.A.R. continue.

(a)
(b)

// Création de la suites des moyennes des n premiéres valeurs:
M=cumsum(U) ./[1:10000]

// Courbe de la suite (Mn)

plot(1:10000, M,’+?)

xtitle("Suite (Mn)","n", "Mn")

// Tracé de 1’espérance :

e=(-2+5)/2

plot2d ([0 10000], [e e], leg="espérance théorique de la loi uniforme")

Suite (Mn)
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On remarque que la suite des moyennes de n simulations de la loi uniforme sur [—2;5] est
convergente. Elle semble effectivement converger vers lespérance de la loi E(X) = _22+5 =1,5.
Laloi forte des grands nombres est vérifiée. Elle donne d’ailleurs un sens & la notion d’espérance :
I’espérance d’une loi est la moyenne des valeurs obtenues sur un grand nombre de simulations

de cette loi.

// histogramme des fréquences de 1’échantillon :
scf(1), histplot([-2:0.1:5],0)
xtitle("histogramme de 1’’é&chantillon", "classes modales", "fréquences")

// Densité de probabilité d’une loi uniforme sur [-2;5]:

plot2d(linspace(-2,5,100), 1/7*ones(1,100), style=5,leg="densité de probabilité")

On remarque que les fréquences de chaque classe modales sont quasi identiques. D’aprés la loi
forte des grands nombres, lorsqu’on fait tendre le nombre de simulations vers 400, les fréquences

1.9715536

3.7154825

2.4336768

- 0.1815558

4.4538595
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des classes modales convergeront toutes vers la méme valeur.
La densité de probabilité est donc une fonction nulle en dehors de [—2; 5] et constante (cst) sur
[—2;5].
On souhaite que la probabilité d’étre dans l'intervalle [—2; 5] soit égale a1 donc A4 = longueur X
largeur = 1 soit (5 — (—2)) X cst =1 < est = 1/7.
(b) // Densité de probabilité d’une loi uniforme sur [-2;5]:
function y=f(x)
if x <-2 then
y=0
elseif x<5 then
y= 1/7
else
y=0
end
endfunction

fplot2d(-3:0.01:6,f)

histogramme de I'échantillon
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Exercice 3.
1.
function x=geo (p)
x=1 // nombre d’épreuves : on effectue forcément une premiére épreuve
while rand()>p do // rand()<p représente le succés (car de proba p)
x=x+1 // Compteur du nombre d’épreuve
end
endfunction

2. // simulation de 100 géométriques de paramétre 1/3 :
X=zeros(1,100)
for i=1:100 do
X(i)=geo(1/3)
end
disp(X, "X=")

//Construction du diagramme en baton des fréquences de 1’échantillon:

M=tabul (X,"i")

disp(M, "M=")

x=M(:,1)

£f=M(:,2)/sum(M(:,2))

subplot(1,2,1)

bar (x,f,width=0.1)

xtitle("diagramme des fréquences sur un 100 échantillon","modalités", "fréquences")

On obtient :
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column 1 to 17

column 18 to 34

column 35 to 51

column 52 to 68

column 69 to 85

column 86 to 100

4. 1. 12. 6. 4. 1. 6. 2. 1. 2. 1. 2. 4. 3. 3.
M=
1. 30.
2. 23.
3. 14.
4. 12.
5. 9.
6. 6.
7. 4.
11. 1.
12. 1.

Les valeurs prises par la géométrique sont cohérentes, et le tableau de contingence M est bien celui
de X.

3. Comparaison avec la loi théorique :

function L=loigeometrique (p)
L=zeros(1,20)
L(1)=p
for i=2:20 do
L(i)=L(i-1)*(1-p)
end
endfunction

4. // Construction du diagramme en baton de la loi théorique :
subplot(1,2,2)
L=loigeometrique(1/3)
bar ([1:20],L,width=0.1)
xtitle("distribution théorique", "modalités", "probabilités")
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di des fré surun 100 gchantill distribution théorique
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On recommence avec 1000 simulations, on obtient :
di des fré surun 1000 échantill distribution théorique
035 0.35
03+ 03+
0254 0254
02+ RS
z
2
. z
e
015+ o 0.15
0.1+ 01
0054 0.054
0 ..\.l.\ll..!..'\.. : 0 ...\I!.I'.H..H\...
12345678 0101121311516 19 1234567 8010111211 HHHAT121920
modalités modalités
Puis avec 10000 simulations on obtient :
diagramme des fléquances surun 10000 &chantillon distribution thénrique
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La loi forte des grands nombres est vérifiée : lorsqu’on fait tendre le nombre de simulations indépen-
dantes de la méme loi vers +o0, la loi empirique converge vers la loi théorique.

Exercice 4.
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1. X compte le nombre de succés un cours de 20 épreuves de Bernoulli indépendantes de méme para-
métre p = 1/4. Donc X suit une loi binomiale de taille 20 et de paramétre 1/4.
Sachant X = 4, on fixe le nombre de courriers envoyés : n = 20 — 7.
ainsi, sachant X =i, Y compte le nombre de succés au cours de 20 — i épreuves de Bernoulli indé-
pendantes de méme paramétre 1/4. Sachant X = 4, Y suit donc une loi binomiale de taille 20 — 7 et
de paramétre 1/4.

2. function z=reponses()
x=grand(1,1,’bin’,20,1/4)
y=grand(1,1,’bin’,20-x,1/4)
z=xty

endfunction
3. // 1000-échatillon de la loi de Z
U=zeros(1,1000)
for k=1:1000 do
U(k)=reponses ()
end

// diagramme en baton du 1000-échantillon:
M=tabul (U,"i")
x=M(:,1)
£f=M(:,2)/sum(M(:,2))
bar (x,f)
4. //distribution théorique:
bar (0:20,binomial (7/16,20) ,width=0.1,color="red’)
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On sait que lorsque la taille n de ’échantillon tend vers +oo, la loi empirique de Z converge vers
la loi théorique de Z. Donc pour un 1000—échantillon, la loi empirique est trés proche de la loi
théorique. Or ici, la loi empirique de Z se superpose avec la loi d’une binomiale de taille 20 et de
paramétre 7/16. On peut donc supposer que c’est la loi de Z.

Exercice 5.

Si on lit attentivement la fonction inconnue, on comprend qu’elle simule une variable aléatoire X qui est
la somme X = U(1) + U(2) + ... + U(n) de n variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de
Bernoulli de paramétre p.

On d’apreés le cours, une somme X de n variables U; < B(p) indépendantes suit une loi binomiale de taille
n et de paramétre p.

C’est ce que vérifie le programme en simulant 1000 fois la variable inconnue et en comparant la loi
empirique obtenue avec la loi théorique d’une B(n, p)

Exercice 6.

1. Sachant N = k, le nombre k de naissances est fixé, et alors, X compte le nombre de succés au cours
de k épreuves de Bernoulli indépendantes de méme paramétre p.
Ainsi,sachant N = k, x suit donc une loi binomiale de taille k et de paramétre p.
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2. clear, clf(),
function x=grenouilles()
n=grand (1,1, ’poi’,20)
x=grand(1,1,’bin’,n,0.05)
endfunction

3. // 1000 simuations du nombre de naissances au cours d’une année :
for k=1:1000 do
U(k)=grenouilles()
end

//Fonction de répartition empirique de X obtenue:
M=tabul (U,"i")

x=M(:,1)

£f=M(:,2)/sum(M(:,2))

F=cumsum (£f)

bar (x,F,width=0.3)

4. //Fonction de répartition théorique d’une poisson de paramétre lambda*p:
lambda=20
p=0.05
for i=1:10 do
F(i)=cdfpoi("PQ", i-1,lambda*p)
end
bar(0:9, F, width=0.1,color=’r’)

08+

08+

07+

08

05+

044

03+

02+

01+

La fonction de répartition empirique du 1000-échantillon de la loi de X se superpose a la fonction
de répartition d’une loi de Poisson de parameétre Ap.
On peut supposer que X suit une loi de Poisson de paramétre Ap.

Exercice 7.

En lisant attentivement la fonction inconnue, on remarque qu’elle simule une variable aléatoire X =
Ui+ Us + ... + Uy ot U; — P(i) et les U; sont indépendantes.

X est une somme de variables de Poisson indépendantes donc, en théorie, d’apreés le cours elle suit une loi
de Poisson de paramétre 1 +2+3+4+ ...+ 10 =10 x 11/2 = 55.

C’est ce que vérifie le programme en construisant la fonction de répartition empirique d’un 1000-échantillon
de la loi de X et en la comparant avec la fonction de répartition théorique d’'une Poisson de paramétre
55.




