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TP 8 : Introduction a
I’estimation

1. Principe de ’estimation

Introduction : On s’intéresse a une variable aléatoire X que 'on sait simuler mais dont on ne connait
que partiellement la loi : on sait que sa loi fait partie d’une famille de lois (Py)pec; mais il nous manque la
valeur du paramétre 6.

Pour estimer le paramétre 6, on simule alors n variables aléatoires (X, ..., X,,) indépendantes, de méme
loi que X, que 'on appelle un n-échantillon de la loi de X, et on calcule une valeur du type
T, = f(X1,...,X,) que 'on pense étre "proche" de la valeur # inconnue. T,, est alors appelé un esti-
mateur de 6.

Exemple : le sondage

On admet (...) que 'on sait que le second tour de la prochaine élection présidentielle frangaise opposera le candidat
A au candidat B.

On souhaite estimer la proportion p d’électeurs votant pour B, a ’aide d’un sondage effectué sur n personnes
choisies au hasard dans la population.

On peut alors modéliser mathématiquement le sondage comme suit :

Si on choisit un individu au hasard dans la population et que I’on note X la variable aléatoire définie par :

Y — 0 silindividu vote pour A
~ 1 1 silindividu vote pour B

Alors X suit la loi de Bernoulli de parameétre P(X = 1) = p ot p est le paramétre a estimer.

Effectuer un sondage dans la population consiste alors a interroger m personnes prises au hasard dans la po-
pulation, avec remise, et a noter :

¥ — { 0  si l'individu vote pour A
’ 1 i lindividu vote pour B
(X1,X2,...,X») est alors bien un n-échantillon de la loi de X : variables indépendantes (avec remise), suivant
toutes la loi de X.
1. Quel estimateur 7, est un estimateur naturel du paramétre p?
2. On effectue un sondage sur 20 personnes, on obtient les résultats suivants :

Individun® i | 1|2 |3 |4 |5 |6 |7 (8|9 (10|11 |12 |13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18
Candidat AJA/IB|A/ B|/B|B|B|A|A|B|A | A|A|B|A|A|A
T

(a) Remplir dans le tableau la liste des réalisations (z1, z2, ...x20) du 20-échantillon (X1, Xo, ..., X20) de la
loi de X.

(b) Donner la valeur de t29, la réalisation de I’estimateur T5o.

Théoréme 1 : loi faible des grands nombres

Soit 6 un parameétre inconnu a estimer. Supposons qu’il existe une variable Y telle que § = E(Y).

o n
Pour tout n € N, on note ¥;, = 1 37V}, (moyenne empirique des simulations) ot (Y1,Y3, ...,Y,) est un
k=1
n-échantillon de variables indépendantes de méme loi que Y . Alors :

La suite (Y,,),en+ converge en probabilités vers § = E(X)

Lorsque ’on a un grand échantillon, on choisira donc la moyenne empiriqueY;, du n-échantillon comme
estimateur d’une espérance car c’est un "bon" estimateur de I’espérance.
Ce choix d’estimateur est appelé la méthode de Monte-Carlo.
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Ezercice 1. On effectue une succession de lancers d’un dé équilibré. On note X le nombre de lancers
nécessaires pour avoir quatre "six" de suite.

La variable aléatoire X est trop compliquée & étudier mathématiquement. Nous ne pouvons pas calculer
la valeur exacte de sa loi ni de son espérance donc nous allons estimer § = E(X) informatiquement.

1. Ecrire de 2 maniére une instruction qui simule un lancer de dé (on mettra le résultat dans la variable
de) :
e 'une en utilisant les commandes rand et floor;
e l'autre en utilisant la commande grand.

2. Compléter la suite d’instructions suivante qui simule des lancers successifs d’un dé jusqu’a obtenir
4 "six" consécutifs :

nbr_six_succ=0
while **xx*%* do

de=s%%****

if de==6 then
nbr_six_succ=*kxkx*xk

else
nbr_six_succ=*k***x*

end

end

3. Modifier le programme précédent pour écrire une function x=nb_de_lancers() qui simule I'expé-
rience et renvoit la valeur z prise par la variable X.
Exécuter le programme et afficher quelques simulations de X.

4. Estimer ’espérance de X par méthode de Monte-Carlo sur un grand échantillon de la variable X
(un 1000-échantillon par exemple).
Relancer plusieurs fois le programme et commenter.

Ezercice 2 ( : application de la méthode de Monte-Carlo pour calculer des valeurs approchées
d’intégrales).

On pose I = [y In(1+12)dt et J = [ s—pd—mt.

1. Soit U < U([0;1]) et V = In(1 + U?).

On rappelle qu’une densité de U est fy(z) = { 1 St v €[0:1] et que la fonction de répar-

0 sinon
0 si x<0
tition de U est Fy(xz) =¢ « si € [0;1]
1 si z>1
(a) Justifier que E(V) = 1.

(b) On rappelle qu’en Scilab, la commande grand(1,1,’unf’a,b) simule une variable aléatoire
uniforme sur [a;b]. Compléter le script Scilab suivant pour qu’il calcule et affiche, a 1’aide de
la méthode de Monte-Carlo, une valeur approchée de I :

U=grand (1,100 000, ’unf’,0,1)
V=log(1+U."2)

2. Modifier le script précédant pour donner une valeur approchée de J.

Corollaire 1

Si on répéte un grand nombre de fois une expérience e, de maniére indépendante, la fréquence d’ap-
parition d’un événement A est un bon estimateur de p = P(A).

En effet, pour calculer effectif NV,, de I’événement A au cours de n épreuves e, on part de N,, = 0 puis,
aprés chaque expérience i, on rajoute 1 si A a eu lieu, 0 sinon. On rajoute donc la variable Y; = 1si A, 0
sinon. N
Ainsi, N, = ) Y; et la fréquence de 1’événement A est F,, = % =Y, ou (Y1, ...,Y,) est un n-échantillon

k=1
de variables indépendantes de méme loi que Y < B(p).
Ainsi, d’aprés le théoréme précédent, lirf F,=EY)=p.

n—-+0oo
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FEzercice 3. Un promeneur ivre se déplace sur une droite graduée et orientée.

Il part & I'instant 0 d’un point O ;

a chaque pas, il se déplace d’une unité a droite ou & gauche avec la méme probabilité.

On note X, la position du promeneur aprés le n-éme pas.

On veut estimer la probabilité que le promeneur soit éloigné de strictement plus de 10 unités de son point
de départ au bout de 100 pas.

1. (MATHS) A quelle catégorie déja étudiée appartient la suite de variables aléatoires (X,,) ? Ecrire le
diagramme de transition associé.
Quelle est la loi de X, 41 sachant X,, =47

2. Compléter et exécuter la fonction suivante qui prend en entrée le nombre n de déplacements du
promeneur et renvoit en sortie la valeur x de la position X,, du promeneur & l’instant n :

function x=deplacements(n)
x=0
for k=1:n do
if **** then
X=%*k*
else
X=5%**k*
end
end
endfunction

Afficher quelques simulations de la variable X1qp.

3. Compléter le programme suivant qui, a 'aide de 10000 simulations de la variable X, calcule une
estimation ¢ de la probabilité que le promeneur soit éloigné de strictement plus de 10 unités de son
point de départ au bout de 100 pas :

e=0

for k=1:10000 do
x=deplacements (100)
if abs(x)>10 then

e=%*xx

end

end

t=kokokok

disp(t)

Effectuer plusieurs exécutions du programme et commenter les résultats.

Dans cette partie, nous avons uniquement calculé I’estimateur. Mais le calcul seul de I’estimateur ne nous
permet pas de savoir si c’est un bon estimateur c’est-a-dire s’il est "proche" du paramétre 6 & estimer.
Nous nous intéresserons donc & cette question dans les prochaines parties.

2. Variabilité des estimateurs autour de 6

Faire une estimation ne sert & rien si I’estimateur choisi n’ a pas été étudié au préalable.
En effet, 'estimateur peut étre mal choisi, la probabilité qu’il soit éloigné du paramétre 6 peut étre trop
importante (risque important), ’échantillon peut étre trop petit....
Dans cette partie, nous n’allons pas faire une réelle estimation d’un paramétre inconnu mais tester un (ou
des ) estimateur sur un paramétre connu pour évaluer I’estimateur.
Une fois I’étude préalable de ’estimateur validée, on pourrait 1'utiliser pour estimer des paramétres réel-
lement inconnus.
Définition 1 : biais

Soit T,, un estimateur de 6 qui admet une espérance. On appelle biais de T, le réel défini par

Un estimateur est dit sans biais si b(T,,) = 0 < E(T,) = 6.

En pratique, il vaut a priori mieux qu’un estimateur soit sans biais car cela signifie qu’au moins
"en moyenne", il vaut I'inconnue 6.
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Définition 2 : risque quadratique

e Soit T}, un estimateur de 8 admettant une variance. On appelle risque quadratique de T,, le réel
défini par :
r(T,) = E((T, — 9)2) = E((d(Tn),9)2)

C’est la moyenne théorique du carrée de la distance de T,, a 6. Plus le risque quadratique est faible,
plus T, est quasi toujours "proche"” de 0 .

e En pratique, on calcule un risque quadratique par la formule :

r(Ty,) = V(Ty,) + b(T,)?

Ezercice 4 ( : comparaison de 2 estimateurs). Soit X < P(6), on cherche a estimer e 9.

On dispose pour cela d’un n-échantillon (X7, Xo, ..., X;,) de la loi de Poisson de parameétre 6 et on considére
deux estimateurs :

— L’ estimateur n°1 : T, = (1 -

— L’ estimateur n°2 : U, égal a la proportion des X; valant 0.
Nous allons comparer les estimateurs T1gg et Uygg.

1\ X1t +Xn

1. Compléter et exécuter la fonction suivante qui simule le n-échantillon (X7, Xs, ..., X,,) puis renvoit
les valeurs ¢ et u (appelées estimations) prises par les estimateurs T;, et U, :

function [t,ul=estimateurs(n,theta)
x=grand (*** kkk kokk  kkk)
t=kokok ok
e=sum(x==0)
u=kokok*
endfunction

2. On pose dorénavant 6 = 1.
Compléter le programme suivant qui affiche une valeur approchée des biais de T1gg et Uigp obtenue
a ’aide de 1000 simulations de ces estimateurs :

theta=1

t=zeros(1,1000)

u=zeros(1,1000)

for i=1:1000 do
[t(i),u(i)]=estimateurs (Gx*xx  k*xx)

end

bl=kk*x*
b2=k***
disp(bl, ’bl=’)
disp (b2, ’b2=’)

Exécuter le programme et , au vu des résultats, émettre une conjecture sur les biais de T1gg et U1go ?
Sait-on quel estimateur est le meilleur ?

3. Compléter le programme suivant qui trace ’histogramme des 1000 valeurs de T3¢ ainsi que ’histo-
gramme de 1000 valeurs de Uygp obtenus. On prendra les classes [0;0, 01, [0,01;0,02[, ...[0,69;0, 7] :

K=k Kok
scf(0), clf

histplot(x,t)
scf(1), clf ,
histplot(x,u)

Exécuter le programme : Quel estimateur de 6 a air le meilleur ?
Vérifier vos affirmations en calculant ’écart inter-quartile de chaque série d’estimateurs (utiliser
quart).

4. Compléter le programme suivant qui affiche une valeur approchée des risques quadratiques de Tigg
et Uygp obtenue & ’aide de 1000 simulations de ces estimateurs :

vi=mean ((t-mean(t))."2)
ri= *xkxkx
disp(rl, ’ri=’)
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v2=mean ( (u-mean(u))."2)
Tr2=s%%%x*
disp(r2, ’r2=’)

On sait que le risque quadratique évalue la dispersion de ’estimateur autour de 6 : Regarder les
résultats de I’exécution du programme. Concordent-ils avec les résultats des questions précédentes ?

Théoréme 2 : convergence de la suite d’estimateurs (T},)

Soit (7T},) une suite d’estimateurs de 6.

Si linILl r(T,) = 0 alors la suite d’estimateurs (7},) converge en probabilité vers 6.
n—r—+0o0

Ezercice 5. Un secrétaire envoie un courrier nécessitant une réponse a 20 contacts.

On admet que les contacts répondent & leur courrier indépendamment les uns des autres et avec la pro-
babilité p = 1/4. On note X le nombre de réponses regues.

La secrétaire envoie alors un message de rappel aux 20 — X contacts qui n’ont pas répondu. On note Y le
nombre de réponses & ce second message et Z = X + Y le nombre total de réponses.

Etant donné que Z compte le nombre de réponses envoyées & 20 contacts, on suppose que Z suit une
loi binomiale de taille 20, mais le paramétre 6 est inconnu.

Z suit donc une loi B(20,6) ou 6 est le paramétre & estimer.

Pour estimer 6, on va simuler informatiquement un n-échantillon (27, Zs, ..., Z,,) de variables indépen-

n
7 > Zy
dantes de méme loi que Z et on calculera T, = 52 = 55— que l'on choisit comme estimateur de 6.

En effet, on sait que E(Z) = 206 donc § = E(Z)/20 d’ou le choix de cet estimateur (méthode de Monte-
Carlo).

1. (MATHS) Quelle est la loi de X ? Quelle est la loi de Y sachant X =47

2. Compléter la fonction suivante qui simule 1 fois cette expérience et renvoit la valeur z prise par la
variable Z :

function z=reponses()
x=grand (1,1, %%%x kkk Hkxk)
y =grand (1, 1,%%k* kkkx kkkk)
Z=kkkk

endfunction

3. Compléter la fonction suivante qui calcule la valeur ¢ prise par l'estimateur 7T,, de 6 a partir d’'un
n-échantillon de la loi de Z :

function t=estimation(n)
z=zeros(1,n)
for i=1:n do
z(i)=reponses()
end
T=kkok ok
endfunction

Afficher quelques estimations de 6 obtenues & partir d’un 1000-échantillon de réponses.

4. Ouvrir, comprendre puis exécuter le programme suivant (tp8exofofficiel) :

scf(0), clf

function z=reponses()
x=grand (1,1 ,%%x% *kkxk *kkkk)
y =grand (1,1, %%%* kkkk kkkx)
Z=skkokk

endfunction

function t=estimation(n)
z=zeros(1,n)
for i=1:n do
z(i)=reponses()
end
t=kkokok




ECE 2 - Informatique
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau TP 8 estimation

endfunction
N=1000

subplot(1,3,1)

n=10 end

t=zeros (1,N)

for i=1:N do
t(i)=estimation(n)

end

histplot([0:0.01:1], t)

xtitle("loi empirique de T10")

subplot(1,3,2)
n=100
t=zeros(1,N)
for i=1:N do
t(i)=estimation(n)
end
histplot([0:0.01:1], t)
xtitle("loi empirique de T100")

subplot(1,3,3)

n=1000

t=zeros (1,N)

for i=1:N do
t(i)=estimation(n)

end

histplot([0:0.01:1], t)
xtitle("loi empirique de T1000")

Comparer les histogrammes obtenus. Que peut-on conjecturer sur la suite (r(7},)) des risques qua-
dratiques de la suite d’estimateurs (7},) 7

5. Compléter les instructions suivantes et les rajouter & la suite du programme de facon & tracer le
graphique des 10000 premiers termes de la suite (75,).

function t=suite_estimateur(n)
z=zeros(1,n)
t=zeros(1,n)
for i=1:n do
z(i)=reponses()
t (1) =%%%x
end
endfunction

scf(1), clf

t=suite_estimateur (10000)

plot (t)

plot([1 100001, [7/16 7/16], color=’red’)

Quel théoréme est illustré dans cet exercice ? Conjecturer la valeur exacte de 6.

3. Intervalles de confiances

Donner un seul estimateur (un seul nombre) ne suffit pas & estimer 6. En effet, on ne sait pas & quel
point 6 est proche de ’estimateur ni quelles sont nos chances de nous tromper.
C’est pourquoi nous allons introduire la notion d’intervalle de confiance qui donne, non pas une valeur
pour estimer #, mais un intervalle dans lequel on est "stirs avec un certain niveau de confiance" que 6 se
trouve.
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Définition 3
Soient U et V deux estimateurs de 0 tels que U < V.

On dit que l'intervalle [U; V] est un intervalle de confiance de 0, au niveau de confiance 1 — «
si:

(POE[U;V])>1-a

En pratique, On étudie souvent un seul estimateur T et on cherche & encadrer 6 entre U = T — ¢ et
V=T+c¢.

On estime souvent qu’on est "quasi-sirs" que 6 est dans lintervalle [T — &; T + €] lorsque le niveau de
confiance est d’au moins 95%, c’est-a-dire :

POE[T—&T+e]) > 095

Cela signifie que "au moins 95 fois sur 100", 'intervalle d’estimation [T'—e; T'+¢] contiendra bien 'inconnue
0 que 'on cherchait.

Exemple

Une élection oppose deux candidats A et B. On cherche a estimer la proportion p d’électeurs qui voteront pour A.
On effectue un sondage sur un échantillon de n électeurs, on note F), la proportion d’électeurs votant pour A.
On admet que [F,, — ﬁ; F, + %] est un intervalle de confiance de p au niveau de confiance 95%.

On a interrogé 10 000 personnes, la fréquence d’électeurs votant pour A ainsi trouvée est 52%. Est-t-on certains
que A va gagner ’élection ?

Ezercice 6. Soit X < B(p) ou p est I'inconnue & déterminer.
Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de la loi de X. Nous allons vérifier informatiquement que l'intervalle
(X, — ﬁ; Xn+ ﬁ] est un intervalle de confiance de p au niveau de confiance 95%.

1. Ecrire une function t=estimation_p(p,n) qui calcule I'estimateur X,, du paramétre p d’une va-
riable de Bernoulli, & ’aide d’un n-échantillon. Exécuter la fonction pour n = 1000 et p le paramétre
de votre choix (appartenant & [0,2;0,8]) ; puis pour n = 10000.

2. Ouvrir et exécuter le programme suivant (tp8ezosofficiel) :

scf(0), clf
p=input (’entrer la valeur réelle du paramétre &
n=input (’Entrer la longueur de 1’’é&chantillon:’
N=100
plot ([0 N+1], [p pl, color="black")
for i=1:N do
t=estimation_p(p,n)
if p>= t-1/sqrt(n) & p<= t+1/sqrt(n) then
plot([i i], [t-1/sqrt(n) t+1/sqrt(n)], color="green")
else
plot([i i], [t-1/sqrt(n) t+1/sqrt(n)], color="red")

stimer:’ )

e
)

end
end

Et D'exécuter pour différentes valeurs de p et de n. Que fait ce programme? A 'aide du graphe,

estimer P(p € [X,, — ﬁ;)fﬁ_ ﬁ])

3. Modifier ce programme pour qu'il fasse 1000 simulations de X, et estime, & I’aide de ces simulations,
la probabilité P(p € [X,, — ﬁ; X, + ﬁ}) Conclure.




