ECE 2 - Mathématiques
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau Espace vectoriels

TD 1 : correction

Exercice 1.

Pour prouver qu'un ensemble n’est pas un espace vectoriel, il faut donner un contre-exemple & I'une des
propriétés générales qui devraient étre vraies. Cependant (& part le fait que I’élément nul soit dans 1’es-
pace), il n’est pas évident de le "sortir de son chapeau"! Pour cela on va tester une par une les quatre
propriétés, et si I'une d’entre elles pose probléme, on essaiera de construire un contre-exemple avec le
probléme rencontré :

1. — E; € M5(R) qui est bien un espace vectoriel.

— La matrice nulle, M = 0, vérifie *M = 0, donc M —tM = 0 # I5, donc ce n’est pas un élément
de F1, qui n’est donc pas un espace vectoriel.

2. — F5 C R? qui est bien un espace vectoriel.
— Le vecteur nul, (z,y) = (0,0), vérifie bien y = 0 > 0, donc c’est un élément de Ej.

— Soient (z1,y1) et (x2,y2) des éléments de Fs, alors :

(x1,91) + (22,92) = (w1 + 22,91 + Y2)
vérifie y1 + y2 > 0 car y; > 0 et yo > 0, c’est donc un élément de Es, qui est bien stable par

somime.

— Soit (z,y) un élément de Fy et A un réel, alors :
Alz,y) = (Az, Ay)

appartient a Fs si et seulement si Ay > 0. Comme c’est un produit, avec y > 0, cela ne marche
que si A > 0 : on peut donc construire un contre-exemple : on prend un élément de Fs, par
exemple :

(z,y) =(0,1) € Ep car y=12>0

et un réel \ de fagon a ce que la derniére propriété ne marche pas, donc strictement négatif :
par exemple avec A = —1 :

AMz,y) =—(0,1)=(0,-1) ¢ B3 car —1<0.

On en déduit alors que FE» n’est pas un espace vectoriel.

3. — FE5 C R[X] qui est bien un espace vectoriel.

— Le polynéme nul, P = 0, n’est pas de degré 3 (son degré vaut, par convention, —oo) donc
n’appartient pas & Fs3, qui n’est donc pas un espace vectoriel.

Exercice 2. : espaces implicites

Les espaces sont tous sous forme implicite, donc on va utiliser la caractérisation des sous-espaces vectoriels
a chaque fois pour prouver que ce sont des espaces vectoriels.

Pour obtenir la dimension, il faut d’abord trouver une base : la méthode est d’exhiber une famille géné-
ratrice en explicitant I’espace, puis de prouver que celle-ci est libre ou, dans le cas contraire, d’en retirer
les vecteurs "en trop" jusqu’a obtenir une famille & la fois génératrice et libre.
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1. Montrons que F; est un espace vectoriel :
— F; C M3(R) qui est un espace vectoriel.
— La matrice nulle, A = 0, vérifie AX = 0X = 0, donc c’est bien un élément de Fj.
— Soient A et As des éléments de F; (donc vérifiant A1 X = A3 X = 0), montrons que (A;+As) €

Eli
(Al + A)X = A X + A, X =04+0=0

donc (A1 + As) € Eq, qui est donc stable par somme.

— Soit A un élément de E; (donc AX = 0) et A un réel, montrons que (AA) € Ej :
AAX = AMX =Ax0=0
donc (MA) € Ey, qui est donc stable par produit par un réel.

On en déduit finalement que E; est un sous-espace vectoriel de Mo(R), donc un espace vectoriel.

Pour lexpliciter, on résout I’équation qui le caractérise : on prend un élément quelconque de M5 (R),

A= (Z Z) et on écrit :
_ a+b)y (0 a+b=0 a=—b
AX =0 < (c+d)_<0>(:){c+d0 <:>{cd

—-b b -1 1 0 0
= X:(d d)zb(o O)+d(1 1)
On en déduit que :

B3 Y ea( ) meses)wa (.5 9

La famille {(Bl é) , (_01 (1) est donc génératrice de E7. De plus elle est constituée de deux

vecteurs qui ne sont pas colinéaires donc elle est libre, c’est donc une base de E; et

dim(E,) = Card [(_01 (1)) , (_01 (1))] =2.

2. Montrons que E5 est un espace vectoriel :
— FE5 C M31(R) qui est un espace vectoriel.

— Le vecteur nul, X = 0, vérifie BX = B0 = 0 d’une part, et 4X =4 x 0 = 0 d’autre part, donc
BX =4X et c’est bien un élément de E>.

— Soient X7 et X5 des éléments de Ey (donc vérifiant BX; = 4X; et BXy = 4X5), montrons que
(Xl + XQ) € Fs :

B(X1 + Xo) = BX; + BXs = 4X, + 4X» = 4(X; + X»)
donc (X7 + X3) € E», qui est donc stable par somme.
— Soit X un élément de Es (donc BX =4X) et A un réel, montrons que (AX) € Es :
BOX) = ABX = MX = 4(\X)

donc (AX) € Es, qui est donc stable par produit par un réel.
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On en déduit finalement que Ey est un sous-espace vectoriel de M3 1(R), donc un espace vectoriel.

Pour D’expliciter, on résout 1’équation qui le caractérise : on prend un élément quelconque de

x
Ms1(R), X = |y | et on écrit :
z
—2x — 2y — 6z 4x —6x —2y—62=0
BX =4X «— rT—y+=z = |4y | = r—5y+2=0
T+ 3y + 52 4z r+3y+2=0
—6x — 2y —62=0
— Lo« 6Lo+ 14 —-32y =0
L3<*6L3+L1 16y:O
= —z -1
= { - 0 = X=[0])==2(0
y= z 1
On en déduit que :
-1 -1
FEo=<¢21 0|, tqzeR ) =Vect 0
1 1
-1
La famille 0 est donc génératrice de F5. De plus elle est constituée d’un seul vecteur qui
1
n’est pas nul donc elle est libre, c’est donc une base de E5 et
-1
dim(E3) = Card 0 =1
1

3. Montrons que E3 est un espace vectoriel :
— E5 C R3[X] qui est un espace vectoriel.

— Le polynéme nul, P = 0, vérifie pour tout z, P(z) = 0 donc P(0) = 0, puis pour tout z,
P'(x) =0, et P'(0) =0 : c’est bien un élément de Ej.

— Soient P; et P, des éléments de E3 (donc vérifiant P;(0) = P{(0) = 0 et P»(0) = P5(0) = 0),
montrons que (P; + P») € Ej3 :

(P + P)(0) = P1(0)+ P(0)=0+0=0 et (P +PFP)(0)=P0)+P0)=0+0=0
donc (P + P») € E3, qui est donc stable par somme.
— Soit P un élément de E3 (donc P(0) = P’'(0) = 0) et A un réel, montrons que (AP) € FEj3 :
(AP)(0) =AP(0)=Ax0=0 et (AP)(0)=AP'(0)=XAx0=0
donc (AP) € Ej3, qui est donc stable par produit par un réel.

On en déduit finalement que E3 est un sous-espace vectoriel de R3[X], donc un espace vectoriel.

Pour l'expliciter, on résout I’équation qui le caractérise : on prend un élément quelconque de R3[X],
P = a+bX+cX?+dX3 donc pour tout z € R, P(z) = a+bz+cz?+da?, puis P'(z) = b+2cx+3dx?

et on écrit :
P0)=0 a=0
PeFEy <+~ {P’(O):O <:>{b:0

— P=cX?+dX?

On en déduit que :
E; = {cX? +dX?, tqc,d € R} = Vect [X?, X?].
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La famille [X 2. X 3] est donc génératrice de E3. De plus elle est constituée de deux vecteurs qui ne
sont pas colinéaires donc elle est libre, c’est donc une base de E3 et

dim(Es3) = Card [X?, X?] = 2.
4. Montrons que Fy, est un espace vectoriel :
— FE3 C Ry[X] qui est un espace vectoriel.

— Le polynéme nul, P = 0, vérifie pour tout X, P(X) = 0 donc 2P(1 — X) =2x0 =0 et
XP'(X)=X x0=0:clest bien un élément de Ej.

— Soient Py et P; des éléments de E4 (donc vérifiant 2P (1 — X) = X P{(X) et 2P(1 — X) =
X Pj(X)), montrons que (P, + Py) € Ey :

2P+ P)(1-X) = 2[PA(1-X)+P(1-X)]=2P(1 - X)+2P(1 - X)=XP/(X)+ XPy(X)
— X[P(X) + P(X)] = X(P} + P})(X)
donc (P, + P,) € Ey4, qui est donc stable par somme.
— Soit P un élément de E, (donc 2P(1 — X) = XP’(X)) et A un réel, montrons que (AP) € Ey :
20P)(1-X) =22 P1 - X)=Ax2P(1-X)=Ax XP'(X) = X(\P)'(X)
donc (AP) € Ejy, qui est donc stable par produit par un réel.

On en déduit finalement que Ey est un sous-espace vectoriel de Ro[X], donc un espace vectoriel.

Pour Pexpliciter, on résout I’équation qui le caractérise : on prend un élément quelconque de Ro[X],
P =a+bX + cX? donc pour tout z € R, P(z) = a+ bx + cz?, puis P'(z) = b+ 2cz et on écrit :

PeEy < VzeR, 2[a+bl—z)+c(l—12)% =2+ 2cz]
<~ VIER,2[a+b—bx+c—20x+cm2]:bm+20m2
— VreR, 2a+2b—2bx+2c—4dcx + 2ca? —br —2ca? =0

<— VreR, (2a+2b+2¢)+(-3b—4c)x =0

2a 4 2b+2¢ =0
‘:’{ ~3b—4¢ =0
— a=1/3c
b=—-4/3c
= P=1/3c—4/3cX +cX*=¢(1/3 -4/3X + X?)

On en déduit que :
Ey={c(1/3—-4/3X + X?), tq c € R} = Vect [1/3 —4/3X + X?] .

La famille [1/3 —4/3X + X?| est donc génératrice de E4. De plus elle est constituée d’un seul
vecteur qui n’est pas nul donc elle est libre, c’est donc une base de Ej et

dim(E,) = Card [1/3 — 4/3X + X?| = 1.
5. Montrons que E5 est un espace vectoriel :

— E5 C R? qui est un espace vectoriel.
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— Le vecteur nul, (z,y) = (0,0), vérifie z + 2y = 0+ 2 x 0 = 0 et c’est bien un élément de Fj.

— Soient (x1,y1) et (x2,y2) des éléments de F5 (donc vérifiant z7 + 2y; = 0 et @9 + 2y = 0),
montrons que (z1,y1) + (2,y2) € Es :

(x1,y1)+(22,92) = (T1+22, y1+y2) et (z1+22)+2(y1+Y2) = 214+2y1+22+2y2 = 0+0 =10
donc (z1,y1) + (z2,y2) € E5, qui est donc stable par somme.
— Soit (z,y) un élément de E5 (donc x + 2y = 0) et A un réel, montrons que (A(z,y)) € Es :
AMz,y) = Az, Ay) et (Ar)+2x (Ay) =M +2y)=Ax0=0
donc (A\(z,y)) € E5, qui est donc stable par produit par un réel.

On en déduit finalement que Es est un sous-espace vectoriel de R?, donc un espace vectoriel.

Pour 'expliciter, on résout ’équation qui le caractérise : on prend un élément quelconque de R?,
(z,y) et on écrit :

(r,y) €EBs = z+2y=0+=12= -2y (2,y) = (—2y,9) =y(-2,1)

On en déduit que :
Es5 = {y(—2,1), tqy € R} = Vect [(—2,1)].

La famille [(—2,1)] est donc génératrice de E5. De plus elle est constituée d’un seul vecteur qui
n’est pas nul donc elle est libre, c’est donc une base de Ej5 et

dim(Es) = Card [(—2,1)] = 1.
6. Montrons que Eg est un espace vectoriel :
— FEg C R3 qui est un espace vectoriel.
— Le vecteur nul, (z,y,2) = (0,0,0), vérifie t+y+2 = 04+0+0 = 0 et c’est bien un élément de FEjg.

— Soient (z1,y1, 21) et (22, Y2, 22) des éléments de Eg (donc vérifiant z14+y1+21 = 0 et zo+ya+20 =
0), montrons que (1,y1,21) + (22, Y2, 22) € Eg :

(@1, y1,21)+H (@2, Y2, 22) = (T14+T2, Yy1+y, 21+222) et (x14z2)+(y1+Y2)+(z1+22) = T14+y1+21+T2+Y2+22 = O
donc (z1,y1,21) + (z2,y2,22) € Eg, qui est donc stable par somme.
— Soit (z,y, z) un élément de Eg (donc z+y+2z = 0) et A un réel, montrons que (A(z,y,2)) € Eg :
Mz, y,2) = Az, Ay, Az) et (Ar)+ (W) + (A2) =A(z4+y+2)=Ax0=0
donc (\(z,y, 2)) € Eg, qui est donc stable par produit par un réel.

On en déduit finalement que Eg est un sous-espace vectoriel de R3, donc un espace vectoriel.

Pour Iexpliciter, on résout I’équation qui le caractérise : on prend un élément quelconque de R3,
(z,y,2) et on écrit :

({E,y,Z)GEG <~ x+y+z:0<:>x:—y—z<:>(x,y,z):(—y—z7y,z)=y(—1,1,0)+z(—170,1)
On en déduit que :
E5 = {y(_la 1a0) + Z(—].,O, 1)3 tq Y,z € R} = Vect [(_17 1a0), (_1a0a 1)] .

La famille [(—1,1,0),(—1,0,1)] est donc génératrice de Eg. De plus elle est constituée de deux
vecteurs qui ne sont pas colinéaires, c’est donc une base de Fg et

dim(Eg) = Card [(—1,1,0), (—=1,0,1)] = 2.
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Exercice 3. : espaces explicites

Tous les espaces sont sous formes explicites : pour prouver que ce sont des espaces vectoriels, on les écrit
comme espaces engendrés par une famille (qui est donc génératrice) : la méthode d’obtention d’une base
est alors la méme que précédemment, mais sans équation a résoudre car ’espace est déja explicite.

1. On écrit :
Ey = {P =aX3+bX?—aX+b, tq a,b € R} = {P = a(X*—X)+b(X?+1), tq a,b € R} = Vect[X*—X, X241]

est I’espace vectoriel engendré par la famille [ X3 — X, X2 +1] donc c’est un espace vectoriel, et cette
famille en est génératrice. De plus elle est composée de deux vecteurs qui ne sont pas colinéaires
donc elle est libre, c’est donc une base de Ey et :

dim(E;) = Card[X® — X, X? + 1] = 2.

2. On écrit :

+ 2 b—2
Ey, = {M(a,bc)z(_ab+200 a+2z>,tqa7b,c€R}

{M(a,bc):a((l) (1)>+b<_01 é>+c<§ _22>,tqa,b,c€R}
v (o 8)-(5 o) G Y)

est 'espace vectoriel engendré par la famille K(l) (1)> , (_01 (1)) , (; _22)] donc c’est un espace

vectoriel, et cette famille en est génératrice. Testons sa liberté : comme la famille comporte 3
vecteurs, on résout le systéme :

1 0 0 1 2 =2\ a+2 b—2c\ (0 O
“<0 1)”(1 0)*0(2 2)_0 = (b+2c a+26)_<0 0)

a +2¢=0
— b—2c=0
—b+2¢c=0
a +2¢=0
a +2¢=0
— b—2c=0
—b+2c=0
L4<—L4—L1 0=0
a +2c=0
— b—2c=0
L3« L3+ Lo 0=0
— a=—2c¢
b=2c

Il y a des solutions non nulles donc la famille n’est pas libre : il faut écrire un vecteur en fonction
des autres pour le retirer de la famille génératrice ; on remarque que

G 2)=2( 025 )
N [ A el B R N

est engendré par la famille [((1) ?) , (_01 é)} Or cette famille est composée de deux vecteurs

qui ne sont pas colinéaires donc elle est libre, c’est donc une base de FEs et :

dim(Fs) = Card [((1) (1)) : (_01 (1))] _9.

donc
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3. On écrit :

Es = {(a+3b+4c+2d,2a—b+c—3d,—a—2b+ c+ 3d), tq a,b,c,d € R}

{a<1a 27 _1> + b(37 _17 _2) + C<4a 17 1) + d(27 _37 3)7 tq a, ba c, de R}

= Vect [(]‘ﬂ 2, 71)3 (37 -1, 72)7 (4a 1, 1)7 (27 -3, 3)]

est l’espace vectoriel engendré par la famille [(1,2,-1),(3,1,-2),(4,1,1)(2,—3,3)] donc c’est un
espace vectoriel, et cette famille en est génératrice.

On remarque qu’avec 4 vecteurs de R? de dimension 3, cette famille ne peut pas étre libre, il faut
donc écrire un vecteur en fonction des autres. Il n’y a rien d’évident, donc on va résoudre le systéme
pour la liberté, ce qui nous permettra d’écrire un des vecteurs en fonction des autres :

a+3b+4c+2d=0
a(l,2,-1)+b(3,-1,-2) +¢(4,1,1) + d(2,-3,3) =0 — 20 —b+c¢c—3d=0
—a—2b+c+3d=0

a+3b+4c+2d=0

<— Lo+ Ly —21,4 —Tb—Tc—T7d=0
Ly <+ L3+ Ly b+5c+5d=0
a+3b+4c+2d=0
= - —Tc—Td=0
L3 < 7Ls+ Ly 28¢c+28d =0

a=2d

= b=0

c=—d

En posant d = 1, on obtient une solution (a =2, b=0, ¢ = —1, d = 1) qui permet d’écrire que :

2(1,2,-1) — (4,1,1) + (2,-3,3) = 0 <> (2,-3,3) = —=2(1,2,—1) + (4,1,1)
et donc
E3 = Vect [(17 27 _1)7 (37 la _2)7 (4a 15 1)7 (2a _37 3)] = Vect [(17 2a _1)7 (3a la _2)7 (4a 17 1)]

Cette nouvelle famille génératrice comporte trois vecteurs, il faut refaire un teste de liberté par le
calcul : on s’appuie sur le systéme résolu précédemment dont on "retire" la partie avec d(2, -3, 3) :

a+3b+4c=0
a(l,2,-1)+b(3,-1,-2) + ¢(4,1,1) =0 <— 2a —b+c=0
—a—2b+c=0
a+3b+4c=0
< LQ(—L2—2L1 —T7b—Tc=0
Lz < L3+ Ly b+5c=0
a+3b+4c=0
= —Tb—T7c=0
L3 <« TL3+ Lo 28c =0
a=0
— b=0
=0

donc la famille est libre et génératrice de Es3, c’en est donc une base et :
dim(E3) = Card [(1,2,-1),(3,1,-2),(4,1,1)] = 3.

(Remarque : comme Fj3 est inclus dans R? et dim B3 = 3 = dimR3, on peut en conclure que
E3 = R3, et donc en donner une base beaucoup plus simple : la base canonique de R?).
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Exercice 4.

1. On remarque que Card(B) = dim(R*) = 4 donc il suffit de prouver la liverté de B : avec 4 vecteurs,

on résout le systéme :

avy + bvg + cvg +dvg =0 <—
Lg(—L2—2L1
L3%L373L1
Ly<+ Ly —414
L36L3+L2
L4%L4—L2
—
L4<—2L4—L3

a —c+d=0
2a+b+c—d=0

3a—b +2d=0
4da+b+2¢c =0
a —c+d=0
b+3¢c—3d=0
—b+3c—d=0
b+6c—4d=0
a —c+d=0
b+3c—3d=0
6c—4d =0
3c—d=0

a —c+d=0
b+3¢c—3d=0
6c—4d =0

2d =10

donc la famille B est libre, et Card(B) = dim(R*) donc B est une base de R*.

—

QUL O o
I
cocoo

Pour déterminer les coordonnées de u, on résout le systéme, avec les mémes pivots que le précédent :

avi + bvg + cvg + dvg = u <=
LQ%LQ*ZLl
L3<—L3—3L1
Ly<+ Ly—41,4
L3y <+ L3+ Ly
L4<¥L47L2
<~
Ly 2L4— Lg

et on obtient finalement :

a —c+d=1

u = 2/31)1 +0’U2 — 5/61)3 — 1/2’04.

2a +b+c—d=
3a—b +2d=1
da+b+2c =1
a —c+d=1
b+3c—3d=-1
—b+3c—d=-2
b+6¢c—4d = -3
a —c+d=1
b+3c—3d=-1
6c —4d = -3
3c—d=-2
a —c+d=1 a=2/3
b+3c—3d=-1 — b=0
6¢c —4d = -3 c=-5/6
2d = —1 d=—-1/2

2. Cette famille a bien un cardinal égal & la dimension de R*, donc il suffit de s’intéresser & sa liberté :
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on résout le systéme :

a+2b+c+4d=0
—a+b+2c+2d=0

auy + bug + cug + duyg =0 <— % — b+ c42d—0
a+b—c+d=0
a+2b+c+4d=0
L2%L2+L1 3b+30+6d20
L3y <+ L3 —2I1, —5b—c—6d=0
L4(—L4—L1 —b—2c—3d=0
a+2b+c+4d=0 0= —d
3b+3c+6d=0 — b— —d
L3%3L3+5L2 12¢+12d =0 —d
Ly« 3L4+ Ly —3c—3d=0 ¢

Il y a des solutions non nulles donc la famille n’est pas libre. De plus on remarque qu’en posant
d=1,a=b=c= —1, on a une solution du systéme donc :

—u1 —uUs —uzt+us =0<= uy =u;s +us +usg € VeCt(ul,UQ,u:),)

ce qui permet d’écrire que :

Vect (ug, ug, ug, ug) = Vect(ug, ug, us)

On en déduit que la famille (u1,uz2,us) est génératrice de Vect(uy, ug, us, uy), on teste sa liberté :

a+2b+c=0
_ —a+b+2c=0
auy + bus +cuz =0 <— % —b4c—0
a+b—c=0
a+2b+c=0
Lo+ Lo+ Ly 3b+3c=0
L3<—L3—2L1 —5b—c=0
L4(—L4—L1 —b—2c=0
a+2b+c=0 =0
3b+3c=0 — b:O
Lg(—3L3+5L2 12¢=10 C:O
Ly<3Ls+ Lo —3c=0 -

donc cette famille est libre et génératrice de Vect(uy, ug, us,uq), c’en est une base et :

rg(uy, ug, us, us) = dim [Vect(uy, ug, uguy)] = Card(uq, ug, us) = 3.

Exercice 5.

1. Comme F posséde une base a trois éléments, on sait que dim(E) = 3. On en déduit que Card(u, v, w) =
dim(E), il suffit donc de prouver sa liberté. On résout donc :

aut+bv+cw=0<=a(i+k)+b(i—25)+c(j—k)=0

Dans un espace vectoriel quelconque, pour pouvoir identifier et écrire des systémes, il faut écrire
les équations selon une base :

au+bv+cw=0<= (a+b)i+(—2b+c)j+(a—c)k=0

et comme (4,7, k) est une base de E, elle est libre donc la seule écriture de 0 est 0i + 0j + 0k = 0,
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donc :

a+b =0
au+bv+cw=0 — —2b+c=0
a —c=0
a+b =0
= —2b+c=0
Lg(—L3—L1 —b—c=0

a+b =0 a=0

= —2b+c=0 < «¢ b=0

L3« 2L3— Lo —3c=0 c=0

donc la famille (u, v, w) est libre et Card(u,v,w) = dim(E) = 3, donc (u,v,w) est une base de E.

2. Dans la base B, u s’écrit u =i + 0j + k donc la matrice de ses coordonnées dans la base B est :

1
U=1|0
1

De méme avec v =17 — 2j + 0k et w = 0i + j — k on obtient :

1 1 o0
P=Pgg =0 -2 1
1 0 -1

Comme B est une base, on sait que B’ est une base si et seulement si Pg s est inversible, ce qu’on
vérifie en cherchant une réduite triangulaire :

1 1 0 1 1 0 1 1 0
0 -2 1 = 0 -2 1| 0 -2 1
1 0 -1 L3 (*Lg 7L1 0 -1 -1 L3 (*2L37L2 0 0 -3

Cette réduite triangulaire n’a aucun 0 sur sa diagonale donc P est inversible, et B’ est bien une
base de E.

3. Pp/ p est 'inverse de Pg g = P, qu’on calcule par la méthode de Gauss :

1 1 0 | 1 0O 1 1 0 | 1 00
0 -2 1 | 0 10 <= 0 -2 1 | 0 10
1 0 -1 1] 001 Ly« L3— 1Ly 0 -1 -1 | -1 0 1
1 1 | 1 0 0
= 0 -2 1 | 0 1 0
L3 <+ 2L3— Lo 0 0 -3 | -2 -1 2
1 1 0o | 1 0 0
< Lo+ 3Ly+ L3 0 —6 0 | —2 2 2
0 0 -3 | -2 -1 2
Ly < 6Ly + Lo 6 0 0 | 4 2 2
= 0 -6 0 | —2 2 2
0 0 -3 | -2 -1 2
Ly« 1/6L, 10 0 | 2/3 1/3 1/3
< Ly+ —1/6Ls 010 | 1/3 -1/3 -1/3
L3+ —1/3L; 00 1] 2/3 1/3 -2/3

donc P est inversible (on le savait déja) et

1 2 1 1
Pl'=Ppp= 3 1 -1 -1
2 1 =2
en lisant les coordonnées sur la base B, on en déduit que :

i=2/3u+1/3v+2/3w , j=1/3u—1/3v+1/3w , k=1/3u—1/3v—2/3w.

10
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Exercice 6.

w appartient & Vect(u,v) si et seulement si il est combinaison linéaire de u et v, donc si et seulement si
I’équation suivante a des solutions :

—a+2b=1
w=au+bv <= (1,0,m)=a(-1,1,2)+5b(2,3,-1) < a+3b=0
2a —b=m

Cat2=1 a=—-3/5
< Lo+ Lo+ Ly 5h=1 «<— b:1/5
Ly« Ly+2L, | 3b=m+2 b=1/3(m +2)

qui a des solutions si et seulement si
1/3(m+2) =1/5 <= m = —-7/5.

La famille (u,v) est libre (2 vecteurs non colinéaires) donc :
e Sim=-7/5, rg(u,v,w) = dim(Vect(u, v, w)) = dim(Vect(u,v)) = 2

e Sinon, la famille (u, v, w) est libre donc rg(u, v, w) = dim(Vect(u, v, w)) = 3.
On remarque d’ailleurs que Vect(u, v, w) = R? :car sous-espace vectoriel de R + de méme dimension que
R3.

Exercice 7.

Cette famille est de cardinal 2, égal & la dimension de R?, il suffit d’étudier sa liberté :

2\ + (a—3)u =0
A2a,a—1) +pla—3,a+1)=0 — {(a—l)/\—kga—klg,ﬁ:o
2ax+(a—3)p=0
S Ly 2Ly I {—2)\+(a+5)u:0
22 +(a+5)n=0
Lo L { 2a\+ (a—3)u =0

7 Ly« Ly +al, { (=3 +6a+a)u =0

La famille est libre si et seulement si la seule solution du systéme est A = p = 0, ce qui n’est le cas que
si le coefficient (—3 + 6a + a?) est non nul. On résout donc —3 + 6a + a? = 0 dont le discriminant puis les

racines valent :
_ —6—+v48 =6+ 48

, T
2 ? 2
Pour a € {x1; 22}, la famille n’est pas libre, ce n’est donc pas une base de R2.

A =36+12=48

) €

Pour a ¢ {x1;22}, la famille est libre et Card[(2a,a — 1), (a — 3,a + 1)] = dim(R?) = 2, donc c’est une
base de R2.

Dans cette base, cherchons les coordonnées de (a,a + 1) :

200+ (a=3)u=a

AowamDplas sty =(ee ) = {(a—l))\—l-(a—i—(l)uz)ljz—i—l
— 200+ (a —3)u=a
L2<—2L2—L1 —2/\+(a+5),u:a—|—2
22+ (a+5)p=a+2
Ly + Ly 200+ (a —3)u=a

2\ +(a+5p =—a+2

Ly < Ly +aly (=3 +6a+ a*)u = 3a + a*

— {—2)\ +(a+5p =a+2

2 a(3+a
Ly < Ly +aly u:—BBigaa-&-az :—3-(i-36J(;—i-)a2

11
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et enfin :

_a(a+5)B+a) <:>)\:7371+a(a+5)(3+a)

O\ =a+2 .
at 3+ 6a+a’ 2 "3+ 6a+a

Exercice 8.

1. La base canonique de F est la famille (eq, e1, €2, e3) telle que pour tout € R et pour tout i € [0; 3],
on a :
ei(z) ="

Ecrivons la famille C sur cette base :

Py(X)=1 +3X +3X24+ X% donc Py=-ey+3er + 3es + e,

P(X)=X(1+2X+X?)=X+2X*+ X3 donc P, =e +2e +es,

Py (X)=X?+X% donc Py=es+e3 et Py(X)=X> donc Pz=e3

ce qui donne :

N = O

MatB(C) =

— W W =
—= -0 O
o O O

1 1

2. — Avec la matrice précédente : cette matrice est triangulaire sans 0 sur la diagonale donc elle est
inversible ; comme B est une base de E et Matp(C) est inversible, on en déduit que C est une
base de E.

— Avec la liberté : on remarque que Card(C) = dim(FE) = 4, il suffit de prouver la liberté. On
résout :

aPy+bP 4+ cP,+dP;s =0 <= a(€0+3€1+3€2+€3)+b(€1+262+€3)+C(62+€3)+d63:O

<— aep+ (Ba+bler +(Ba+2b+clea+ (a+b+c+d)es =0

a=0
3a+b=0 o
<— 34+ 2%+ c—0 <~ a=b=c=d=0

a+b+c+d=0
donc la famille C est libre et Card(C) = dim(E), donc C est une base de E.

3. La matrice P¢ p est U'inverse de Pg ¢ = Matp(C) déterminé a la premiére question : on utilise la
méthode de Gauss.

1000 | 1 00O 1000 | 1 000
31 001] 0100 Lo« Ly —3L, 01 00] -3100
32 101] 0010 Ly« L3 —3L, 0 210] -3010
1111 1] 0001 Ly Ly— L4 01 11| -1001
10 0 0 | 1 0 0 O
— 01 00| -3 1 00
Ly<+ Ly— Lo 0 0 1 1 ‘ 2 -1 0 1
100 0 | 1 0 0 0
— 0100 ] -3 1 0 0
0010 ]| 3 -2 1 0
Ly Ly— L3 0001 | -1 1 -11
donc on obtient :
1 0 0 0
-1 -3 1 0 O
(Pee)™ =Fes=| 5 5 | g
-1 1 -1 1

12
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4. On obtient immédiatement les coordonnées de () dans la base B :

Q =3e3 4+ ea —2e1 + €

1 0 0 0
. -3 1 0 O . ,
Or la matrice Pe g = 3 _9 1 ¢ mous permet de lire les coordonnées des vecteurs de BB
-1 1 -1 1

dans la base C, on peut donc remplacer :
Q=3P3+ (P, — P3) —2(Py —2P, + P3) + (Po — 3P, + 3P, — P3) = Py — 5P, + 8P, — Ps.

On pouvait aussi utiliser la formule de changement de base :

1 0 0 0 1 1
-3 1 0 O —2 )
Matc(Q) = PchMatB(Q) = 3 9 1 0 1 = 8
-1 1 -1 1 3 -1

dOHCQ:P075P1+8P27P3.

Exercice 9.

Pour montrer ’égalité de deux espaces vectoriels, on peut :
— soit prouver deux inclusions (méthode générale pour tous les ensembles, espaces vectoriels ou non).
— soit prouver une inclusion et 1’égalité des dimensions.

Ici les espaces sont explicites donc les dimensions sont faciles & trouver, on utilise la deuxiéme méthode :
posons E = Vect(u,v) et E' = Vect(u',v'), on a :

— la famille (u, v) est génératrice de E, et elle est composée deux vecteurs qui ne sont pas colinéaires,
donc elle est libre. C’est donc une base de E et dim(E) = 2.

— la famille (u/, v") est génératrice de E’, et elle est composée deux vecteurs qui ne sont pas colinéaires,
donc elle est libre. C’est donc une base de E' et dim(E’) = 2.

Les dimensions sont égales, on va donc prouver une inclusion : pour cela, on va montrer que E’ est inclus
dans F : par stabilité par combinaison linéaire, comme (u',v’) est une base de E’, il faut et il suffit de
prouver que ' € E et v’ € E.

— Par définition de l’espace vectoriel engendré, E = Vect(u,v) = {au + bv, tq a,b € R} donc o’
appartient & E si et seulement si on peut I’écrire sous la forme u' = au + bv. Ici on peut la trouver
a vue, ou bien résoudre le systéme; on trouve :

v =2u—v € Vect(u,v) = E.

— De méme v’ appartient & F si et seulement si on peut I’écrire sous la forme v' = au+bv. De nouveau
on peut la trouver & vue, ou bien résoudre le systéme ; on trouve :

v =u+ 3v € Vect(u,v) = E.
Par stabilité des espaces vectoriels par combinaison linéaire, on en déduit que :

E' =Vect(u',v')CE et dim(E)=dim(E’) donc FE=F

13
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Exercice 10.

1. Montrons que Dy est un sous-espace vectoriel de I’ensemble F' des fonctions définies sur R et a
valeur dans R :

— De maniére évidente, Do C F (toute fonction dérivable sur R est bien définie sur R).

— La fonction nulle f = 0, vérifie f(z) = 0 sur R est deux fois dérivable, de dérivées successives
f'=0¢et f” =0, donc elle appartient bien a Ds.

— Soient f; et fo deux fonctions de Dy, donc deux fois dérivables. Alors par linéarité de la dé-
rivabilité, (f1 + f2) est également deux fois dérivable, donc (f1 + f2) € D2 qui est stable par
somme.

— Soit f une fonction de Dy, donc deux fois dérivable, et A un réel. Alors par linéarité de la
dérivabilité, (Af) est également deux fois dérivable, donc (Af) € D2 qui est stable par produit
par un réel.

On en déduit que Dy est un sous-espace vectoriel de F', donc c¢’est un espace vectoriel.

2. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble D5 :
— De maniére évidente, F' C Ds.

— La fonction nulle f = 0, vérifie f(xz) = 0 sur R est deux fois dérivable, de dérivées successives
f'=0et f” =0, donc
f'=0 e 2f —f=0 donc f'=2f—Ff
et la fonction nulle est bien élément de E.

— Soient f; et fo deux fonctions de E, donc deux fois dérivables et vérifiant f17” = 2f] — f1 et
27 =2f5 — fo. Alors par linéarité de la dérivabiliteé,

(h+hR)' =+ =2f-fh+2fs—fa=20fi+ 1) — (it f)=20fitf) —(fi+f)
donc (f1 + f2) € E qui est stable par somme.

— Soit f une fonction de E, donc deux fois dérivable et vérifiant f”” = 2f' — f, et A un réel. Alors
par linéarité de la dérivabilité,

N =2"=A2f' = [) =2\ = Af =20\f) = (\f)

donc (A\f)) € F qui est stable par produit par un réel.
On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de Ds.

3. Montrons tout d’abord que f1 et fy sont dans F : f; est deux fois dérivable et pour tout x € R :
file)=e€" , fil(z)=e€" et 2f{(z) — fi(z) =2e" —€" =€ = f{'()
donc f; € E. De méme f5 est deux fois dérivable et pour tout z € R :
fo(x) = ze®+e® | f3(x) = xe"+e"+e” = xe"+2e” et 2f(x)—f1(z) = 2xe"+2e" —xe” = xe®+2e” = f ()
donc fo € F.
Montrons a présente que la famille (f1, f2) est libre : on résout I’équation suivante, sur des fonctions,
ce qui équivaut a avoir I’égalité pour tout x réel :

afi +bfo =0<= Vz € R, ae® + bxe® =0.

Comme il y a deux inconnues, on veut un systéme de deux équations : pour cela on prend deux
valeurs de z, par exemple t =0et z =1

ae® +bx0e® =0 { at+t =0 {azO

af1+bf2:0:>{ael—|—b><181=0 ae +be =0 b=0

et la famille est bien libre.
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4. Calculons A" : pour tout = € R, on a :
W(x)=f'(x)e”=f(z)e™™ puis h'(z) = f(x)e” "~ f'(x)e "= [f (x)e” "~ f(x)e "] = [f"(x)=2f"(x)+ f(x)]e”"
Or f est élément de E, donc f(z) = 2f'(x) — f(x), ce qui donne enfin :
W'(z) = [2f' (@) - f(a) - 2f (2) + f(a)le™ = 0e ™" = e

On en déduit que A’ est une primitive de la fonction nulle (puisque sa dérivée est la fonction nulle),
donc c’est une constante :

Ja €R, K'(x)=a.
Ensuite on en déduit que h est une primitive de la fonction x — a (puisque sa dérivée est a), donc :

Ja,b € R, h(x)=azx+D.

Enfin on renverse la relation entre f et h :

h(z) = f(x)e™® donc f(x)= = h(z)e® = (ax + b)e” = axe® + be” = afa(x) + bf1(x).

On a prouvé dans la question 2 que f1 et fo sont dans F, donc par stabilité par combinaison linéaire
des espaces vectoriels :
Vect(fl, fg) C FE.

D’autre part & la question 4, on a pris une fonction quelconque de F, et on a montré qu’elle est
combinaison linéaire de f; et fo, donc élément de Vect(f1, f2) : on en déduit que :

E C Vect(f1, f2) et donc E = Vect(fy, fa).

La famille (f1, f2) est donc génératrice de E, et libre d’aprés la question 3, donc c’est une base de
FE et enfin :
dim(E) = Card(f1, f2) = 2.

Exercice 11.

1. Soit (¢) = (aq™) une suite géométrique : on calcule :
Upyo = aq"™ et —upyq +6u, = —ag" "t + 6aq¢” = aq" (6 — q).
On en déduit que (g,) € E si et seulement si :
Vn eN, ¢""% = ¢"(6—q) <= ¥n € N¢"(¢*+q—6) <= VneN,a=0 ou ¢"=0 ou ¢*+q—6=0].
Comme ¢™ = 0 ne peut étre valable en n = 0 (cela donne 1=0), il faut et il suffit donc que a = 0
(qui donne la suite nulle) ou bien ¢ + g — 6 = 0, et on calcule son discriminant et ses racines :

-1
A=1424=25 , q=—y _Zi+5

-3 y qo = 9 2.

On en déduit que les suites géométriques E sont, avec a et b constantes réelles quelconques :
=0 , ¢ =a(=3)" , @g.=bx2"

Enfin la suite nulle est comprise dans les deux autres cas (pour a = 0 et pour b = 0) donc les
solutions sont :
gn=0a(=3)" , ¢, =bx2".

2. Montrons que E est un sev de S :

— De maniére évidente, £ C S.

15
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— La suite nulle vérifie u,, = 0 pour tout n, donc pour tout n :
Upy2 =0 et —Upp1 +6u, =—04+6x0=0 donc uUpys = —Upt1 + 6uy,

et elle est bien élément de E.

— Soient u et v deux suites de E donc vérifiant la relation de récurrence, montrons que (u+v) € E :
pour tout n € N,

(U4 V)pt2 = Unt2 + Vnga = —Ups1 + 6y — Vpg1 + 60y = —(U+ V)1 + 6(u+0),

donc (u+v) € E, qui est stable par somme.

— Soit u une suite de E donc vérifiant la relation de récurrence, et A un réel, montrons que
(Au) € E : pour tout n € N,

(M) g2 = Mupto = A(—Upt1 + 6uy) = —Aupg1 + 6wy, = —(Aw)pq1 + 6(Aw),
donc (A\u) € E, qui est stable par produit par un réel.

On en déduit que E est un sev de S.

3. (a) On résout ce systéme :

a+ 8 =ug — a+ B =ug
7304+2ﬁ:u1 LQ%L2+3L1 55:U1+3’LLO

__ —ui1+2ug

@ = 5
— { B = u1+3ug
- 5

(b) Comme (u,) ((—=3)™) et (2™) sont des suites de E (question 1 et hypothése de la question 3)
et que F est un espace vectoriel (question 2) donc est stable par combinaison linéaire, la suite
(vn) = (up) — a((—3)™) — B(2™) est aussi élément de F.

(Remarque : on peut aussi le prouver par le calcul en revenant a la relation de récurrence, qu’on
prouve sur v).

Calculons vg et vy :
vo=ug—a—LB=u— (a+8)=up—up=0
car («, B) est solution du systéme de la question a). De méme :
v =u; +3a—28=u; — (-3a+28) =u; —u; =0.
Montrons alors par récurrence double sur n que pour tout n > 0, v, = 0.

— Initialisations : Pour n = 0 et pour n = 1, on a bien vy = 0 et v; = 0 donc la propriété est
vraie aux rangs 0 et 1.

— Heérédité : supposons qu’il existe n > 0 fixé tel que v,, = 0 et v,41 = 0, alors :

Un+2 = —Unp+1 + 6’Un = -0 + 6 x0=0.

— Conclusion : pour tout n € N, v,, = 0.

(¢) Pour tout n € N, on vient d’obtenir que :
Up = Up —a(=3)" — 2" =0 donc wu, =a(—3)"+ g2".
(d) On en déduit que E = Vect [((=3)")nen, (2")nen] donc cette famille est génératrice de E.
Montrons qu’elle est libre :
a((=3)")nen + b(2M ey = 0 <= Vn € N, a(—3)" 4 b2" = 0.
Pour résoudre cette équation a deux inconnues, il faut deux équations : prenons deux valeurs
de n simples, O et 1 :

a+b=0

at+b=0 :>(L2<—L2+3L1){ —a=b=0

—3a+2b=0
donc cette famille est libre, c’est une base de F. Enfin dim(F) = 2.

a((—3)" )nen+b(2")pnen = 0 = { 56 =10
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Exercice 12.

1. intersection :

(a) Montrons que F'N G est un sous-espace vectoriel de E :
— Par définition FNG C F, et FF C E d’apreés ’énoncé, donc FNG C E.

— Soit e = 0 I’élément nul de E. Comme F' et G sont des sev de E, e € F et e € G. On en
déduit que :
ec FNG

— Soient a et b deux éléments de F' N G, donc qui sont a la fois dans F' et dans G.
Alorsa € F et b € F, et F est un espace vectoriel donc stable par somme : d’ou (a+b) € F.

De méme a € G et b € G, et GG est un espace vectoriel donc stable par somme : d’ou
(a+b) €qG.

On en déduit bien que (a +b) € F NG, qui est stable par somme.
— Soit @ un élément de F' NG donc qui est a la fois dans F' et dans G, et Aunrel.

Alors a € F (resp. G) qui est stable par produit par un réel car c’est un espace vectoriel,
donc (Ma) € F (resp. G), et finalement (Aa) € F NG, qui est stable par produit par un réel.

On en déduit bien que F'N G est un sev de E, donc c’est un espace vectoriel.

(b) i. @ F = {(x,y,2) € R®z =a+ 2y} (ici, il y a 2 inconnues secondaires car systéme échelonné
a 1 équation pour 3 inconnues)
donc F' = {(z,y, z+2y)|z,y € R} = {z(1,0,1)+y(0,1,2)|z,y € R} = Vect((1,0,1),(0,1,2)).
Alinsi, la famille [(1,0, 1), (0, 1,2)] est génératrice de F' (car F est 'espace vectoriel engendré
par cette famille d’apres I’égalité ci-dessus).
De plus, cette famille est constituée de 2 vecteurs non colinéaires donc libres . Conclusion :
[(1,0,1),(0,1,2)] est une base de F.

o G ={a(1,1,0) +b(0,1,1)|a,b € R} = Vect((1,1,0),(0,1,1)).

Par le méme raisonnement que ci-dessus, on prouve que la famille [(1,1,0), (0,1, 1)] est une
base de G.

ii. (z,y,2) € R? appartient & G si et seulement s’il existe a et b réels tels que a(1,1,0) +

a = =z a = =z
b(0,1,1) = (z,y,2) ¢ a +b = y & b = =z
b = =z r 4z =y

Le systéme est compatible (admet des solutions a et b réels) si et seulement si x + z = y <

r—y+z=0.

On obtient donc G = {(z,y,2) € R¥|z —y + 2 = 0}.
iii. FNG={(z,9,2) € Rz + 2y — 2 =0} N{(z,9,2) € Rlx —y+2 =0} = {(2,9,2) €

3] v 2y —2 = 0
Rl{x T

, R +2y —z = 0 z +2y —z = 0 x = -1/3z
On résout le systéme —y 4z = 0 9 0 S8y 42 = 0 { y = 2/3:

Ainsi, FNG = Vect((—1/3,2/3,1)) = Vect((—1,2,3)).
(—1,2,3) est donc une famille génératrice de F' NG et libre car constituée d'un seul vecteur
non nul donc c’est une base de F'NG.

2. réunion

(a) On teste une par une les propriétés :

— Comme FC Eet GC E,onabien FUG C E.
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— Soit e = 0 I'élément nul de E. Comme F et GG sont des sev de F, e € F et e € (G, donc il est
a fortiori dans I'un des deux au moins. On en déduit que :

ec FUG

— Soient a et b deux éléments de F'U G, donc qui sont soit dans F', soit dans G
Sia € Fetbe F,comme F est un espace vectoriel donc stable par somme : d’ou (a+b) € F.

De méme si a € G et b € G, comme G est un espace vectoriel donc stable par somme : d’ott
(a+0b) eG.

Siae€ Fetbe G, on obtient :
a=(x,0) e b=(0,y) donc a+b=(z,y)
qui n’est dans F' que si x = 0 et dans G que si y = 0.

On peut donc prendre un contre-exemple en faisant en sorte que cela ne soit pas respecté :

(1,0) € F C FUG et (0,1)€ G C FUG mais (1,0)+(0,1) = (1,1) { é g done (1,1) ¢ FUG

Ce contre-exemple assure que F'U GG n’est pas un espace vectoriel.

(b) Dans le cas particulier précédent, on a vu que 'inclusion dans E et le fait que 0 soit élément de
la réunion sont toujours vrais, car on n’a réalisé une preuve générale.
On a vu que la stabilité par somme peut poser probléme.
Etudions la stabilité par produit par un réel :

Soit a un élément de F'U G donc qui est soit dans F' uniquement, soit dans G uniquement, soit
dans les deux, et A un réel.

Sia € F (resp. G) qui est stable par produit par un réel car c’est un espace vectoriel, donc
(Aa) € F (resp. G), et finalement (Aa) € F UG, qui est stable par produit par un réel.

Comme a appartient forcément a F ou a G, ceci marche dans tous les cas.

Etudions & présent dans le cas général la stabilité par somme :

— Supposons que FF C G ou G C F : alors dans le premier cas F'U G = G, dans le second
F UG = F, et dans les deux cas c’est bien un espace vectoriel puisque F' et g le sont.

— Supposons que la propriété

[(FCG) ou (GCF)

est fausse, ce qui signifie que F' n’est pas inclus dans G et que G n’est pas inclus dans F.

Or dire que G n’est pas inclus dans F' signifie qu’il existe un élément de G' qui n’est pas dans
F, c’est-a-dire :
JaeGtqag¢ F etdeméme 3Ibe Ftqbé¢d.

Alors a et b sont éléments de F'UG puisque chacun est dans 'un des deux, mais leur somme
(a+b) n’y est pas : en effet, supposons que (a +b) € F UG, alors :

— soit (a+b) € F, auquel cas, par stabilité de F' par combinaison linéaire,
(a+b)—b=a€F cequiest absurde.

— soit (a +b) € G, auquel cas, par stabilité de G par combinaison linéaire,
(a+b)—a=beG cequiest absurde.

On en déduit donc que si [(F C G) ou (G C F)] est faux, FUG n’est pas un espace vectoriel.
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Enfin on a montré que :
— si [(F C G) ou (G C F)] est vrai, la propriété : "F U G est un espace vectoriel" est vraie.

— si [(F C G) ou (G C F)] est faux, la propriété : "F UG est un espace vectoriel" est fausse.

donc ces deux propriétés sont bien équivalentes.

Exercice 13.

1. e Montrons que F 4 G est un sous-espace vectoriel de E :
— Montrons que F+G C E :
soit x € F'+ G, alors il existe f € Flet g€ G telsque z = f +g.
Or fe FCFEetge fCEFE,donc par stabilité de E par somme, z = f+g€ E, et F+G C E.

— Soit e = 0 I’élément nul de E. Comme F' et G sont des sev de E, e € F et e € G. On en déduit
que :
e=0=04+0€ F+G.

(le premier 0 est bien dans F, le second est bien dans G, donc on a bien la forme nécessaire
pour étre dans F' + G.

— Soient a et b deux éléments de F' + G, alors il existe f, f/ dans F et g, ¢’ dans G tels que

a=f+g , b=f+4g

Alors on obtient :
atb=frg+f+g=U+1)+(g+d)
avec (f+ f')e Fet (g+g') € Gcar F et G sont stables par somme.

On en déduit bien que (a + b) € F' + G, qui est stable par somme.

— Soit a un élément de F' + G et A un réel, alors il existe f dans F' et g dans G tels que

a=f+g

Alors on obtient :
Aa=Xf+g)=Af)+(Ag)
avec (\f) € F et (Ag) € G car F et G sont stables par produit par un réel.

On en déduit bien que (Aa) € F + G, qui est stable par produit par un réel.
On en déduit bien que F' + G est un sev de F, donc c’est un espace vectoriel.

e Montrons que F C F+Gie VfeF, fe F+G:

Soit f € F quelconque, alors f = f+ 0 avec f € F et 0 € G car G est un espace vectoriel, donc
feF+G.

On a donc : tout élément f € F appartient & F+ G : F C F +G.

De méme, Vge G, g=0+g€ F+G donc G C F +G.

2. Soit F un espace vectoriel contenant F' et G.
Alors soit u un vecteur quelconque de F'+ G. Par définition de F' + G, il existe f € F et g € G tels
que z = f +g.
Or fe FCFEdonc f€ E.Deméme g€ G C Fie G € FE donc f+ g€ E par stabilité de FE par
somie.
Ainsi, on a prouvé : pour tout x € F' + G, x appartient & F ie. : F+ G C E.
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3. Supposons G C F' .
Pour montrer une égalité d’ensembles, on montrer la double inclusion :
e ' C F + (G d’aprés la question précédente ;
e Montrons : F+ G C F':
Soit x quelconque dans F'+ G, par définition de F'+ G, il existe f € Fet g€ Gtelsquex = f+g .
Mais G C F donc comme g € G alors g € F donc x = f+4 g € F car F est un espace vectoriel donc
stable par somme.
Ainsi, sizx € F+ G alorsxz € Fie. FC F+G.
Conclusion : par double inclusion, on obtient F' = F + G.

4. (a) Onremarque, par définition d’un espace vectoriel engendré que G = {u(2,1,2,1)+v(3, 1,4, 2)|u, v réels }.
F+G = {f+yg|lfeFetgeG}

= {A(1,0,2,1) + u(2,1,2,1) +v(3,1,4,2) |\, p, v réels }

= Vect((1,0,2,1),(2,1,2,1),(3,1,4,2))
La famille ((1,0,2,1),(1,0,2,1),(3,1,4,2)) est génératrice de F' + G. Vérifions sa liberté :
On remarque que (3,1,4,2) = (1,0,2,1) + (1,0,2,1) donc

F+G VeCt((1’0’27 1)7(2’ 1)27 )7(1’0727 1)+(17072’ 1))
= Vect((1,0,2,1),(2,1,2,1))

La famille ((1,0,2,1),(2,1,2,1)) est donc génératrice de F' + G. De plus, elle est libre car com-
posée de 2 vecteurs non proportionnels donc c’est une base de F + G.

(b) Par le méme procédé, on obtient que (1, X, X%, X3, X*) est une base de F + G.

5. (a) e Existence de la décomposition : v € F + G donc par définition de F' + G, il existe f € F'
et g € Gtelsquexz = f+g.
e Unicité de la décomposition : Supposons qu’il existe (f1,91) € F+ G et (f2,92) € F+ G
tels que u= f1 + g1 = fa+ g2
Alors f1 — fo = g2 — g1 or f1 — fo € F par stabilité de F' par combinaisons linéaires ; De méme,
g2 — g1 € G par stabilité de G par combinaisons linéaires.
DOHCfl—fgzgz—g1 EFOGZ{O} doncfl—fgin.e. flzfg etg2—91:01.e. g2 = g1-
Il y a donc bien unicité de la décomposition de u.

(b) e Montrons que cette famille est génératrice de F + G :
Soit uw € F 4+ G alors il existe f € F et g € G tels que u = f + g.
Or (f1, f2, -, fn) est une base de F donc il existe des réels Ay, ..., A\, tels que f = A\ f1 + Ao fo+
B . Ty
De méme, (g1, g2, ..., gp) est une base de G donc il existe pi, pi2, ..., i tels que g = 191+ paga +
woe T ppGp-
Ainsi, u= f+g=Mfi+Xafo+ ... + Anfu + 1191 + H2g2 + o + LpGp-
Tout vecteur u de F' + g s’écrit comme combinaison linéaire de cette famille donc cette famille
est bien génératrice de F' + G.
e Montrons que cette famille est libre :
Soient A1, Az, ..., A, i1, o, ..., ftp des réels tels que Ay f1+ Aafo+ ... + A fr + p191 + p2go + ...+
tpgp = 0. On remarque qu’alors 0 = f + g ot f = A1 f1 + Xafo + ... + Apfr € F' (par stabilité
de F par combinaisons linéaires)et g = 191 + poge + ... + ppgp € G. Mais 0 se décompose aussi
comme 0 =0+4+0avec0 € Fet0ed.
Par unicité de la décomposition de 0 dans F' 4+ G (d’apreés la question précédente) , on a donc :
)\1f1 + )\2f2 + ...+ )\nfn =0et H191 + H2g2 + ...+ HpGp = 0.
Par liberté de la famille (f1, fa,...fn) on obtient donc Ay = Ay = ... = A, et par liberté de
(91,92 .-, gp) On Obtient p1q = po = ... = pp.
La famille de départ est donc libre.

(c) (f1,f2,.s fn: 01, 92..., gp) est une base de F'+G donc dim(F+Q) = card(fi, f2, ..., fns 91,92..., 9p) =
n+p = dim(F) + dim(G).
6. — — Montrons la premiére implication (de la gauche vers la droite) : on suppose que [AN B =
A + B], alors on a par définition de l'inclusion et de la somme :

ANBCACA+B e ANBCBCA+B
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Par égalité des membres extrémaux, on obtient :
A=ANB=A+B et B=ANB=A+b etdonc A=B.
— Montrons la deuxiéme implication : on suppose que [A = B], alors ANB=ANA=Aet
Ac(A+B)=(A4+A)={a+babeA}Cc A donc A+B=A=

et enfin on obtient bien (AN B) = (A + B).

On a bien obtenu I’équivalence :
[(ANB)=(A+ B)| <= [A=B|.
— Montrons cette inclusion. Pour cela, soit z € [(AN B) + (AN (), alors :
il existe f € (ANDB),donc fe Fet feG,et g€ (ANC) doncge AetgeC tels que :
r=f+g

On veut montrer que x € AN (B + C), il faut donc montrer qu'il est dans les deux :
— x=f+gavec f € Aet g € A donc par stabilité de A par somme, = € A.

— z=f+4gavec f € Bet ge C donc par définition, z € (B + C).
On en déduit bien que z € AN (B + C), et donc I'inclusion :
[(ANB)+(ANC)] C[AN(B+ ().
— Soit x € [A+ (BN ()], alors il existe f € Aet g€ (BNC), donc g € B et g € C, tels que :
r=f+g.

On veut montrer que x € [(A+ B) N (A + C)], donc qu’il est dans les deux :
— x=f+4gavec f € Aet g€ B donc par définition de la somme, z € (4 + B).

— x=f+4gavec f € Aet g€ C donc par définition de la somme, = € (A + C).

On en déduit donc que z € [(A+ B) N (A + C)], et enfin 'inclusion :

[A+(BNO)| C[(A+B)N(A+C)l.
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