ECE 2 - Mathématiques
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau Etude locale de fonctions

Correction du TD 2 : Etude
locale de fonctions

Exercice 1.

1. f1 est factorisée au maximum. A chaque fois on vérifie si les facteurs (iciil y en a 2) tendent vers une
limite finie non nulle. Pour chaque facteur pour lequel ce n’est pas le cas, on factorise les sommes
par leur terme prépondérant.

(a) En +oo, les deux facteurs tendent vers 400, on écrit :

1222 (1 — 15- + 122)
fl(if)_ x3(1_%+é)

T 3

) 3 2 1
-2+ -2 ) 51 et (11— ) ——1
< 2z 12x2> z—to0 ¢ ( x? * x3> z—to0

donc on obtient :

1222 12
+oo 3z

fi(z)

(b) En 0, 122% — 52 + 3 tend vers 3 et le dénominateur tend vers 1. On peut donc écrire :

1222 = 52+3——>3 et 2°—224+41—>1
x—0 x—0

donc

—]w

0
(¢) En —o0, tous les facteurs tendent vers oo, on écrit :

125 (1- 5% + 1)
SR (s

1 > + 3 —1 t 1 2 + ! —1
_ 2 e _ =

120 1222 ) 2—-oo 22 3 ) e
donc on obtient :

1222 12
h(@) e @3 Tz

2. fo est factorisée au maximum et chaque facteur comporte des sommes, on va donc factoriser par
les termes prépondérants :

(a) En 400,
em(l _ 672m) 1— 67297
f2($) =z “2z\ —2z

e*(14+e727) 1+e

Or
l—e 2 ——51 et 14e® ——1
r——+0o0 Tr—+00
donc
~ 1.
f2(z) ~
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(b) En —oo,
e T 621’ + 1 6230 -1
fQ(I) = — ( 2 ) - 3

e~%(e2* + 1) e +1

Or
e 1l —- -1 et *4rl—-—l
T——00 T——00

donc

fa(@) ~ —1

3. f3 est factorisée au maximum, et il y a un seul facteur, sous forme de somme. On va donc, en
chaque point, vérifier la limite et si nécessaire le factoriser par le terme prépondérant :

(a) En 400, la limite est indéterminée, il faut de toute maniére factoriser par le facteur prépondé-
rant :

I Inz x?
fg(ZL') =€ (1 — 267 + 7639)

Or d’aprés les croissances comparées

2
(1 _oln 7”5) — 1

e* et x—+00

donc

fa(z) ~ e x1=¢"
+o0

(b) En 0, la somme tend vers +o0o, et comme les deux autres termes tendent vers des limites finies,
le terme prépondérant est —2Inx : on écrit :

f3(xz) = —2Inx (— ¢ +1 7’ ) .

2Inz " 2lngx

Or par quotients et sommes de limites (aucune croissance comparées ici!!!)
e 722
- +1- — 1
( 2lnzx 21nx> z—0

fa(x) v —2lnzx1=-2Inz.

donc

(c) En 1, la somme tend vers e + 7, on peut donc écrire :

e® —2Inz +72° —— e+ 7 donc fy(x)~e+T.
z—1 1
4. f4 est factorisée au maximum (2 facteurs : le numérateur et le dénominateur, chacun comportant
une somme, mais 'un a Uintérieur d’une fonction).
(a) En 400, on écrit :
_6290 (_efz_’_l_exTi) _621 (_efw_i_l_exTi) _621 (_6730"‘1_6%1)
falw) = - -

22 (1+ %) Va2 1+ 5 |lz[y/1+ 2%

Or au voisinage de +00, x est positif donc |z| = x, et de plus (par croissances comparées pour
le premier et par composée de limites pour le second)

2 1
el T ) 1 et 41— VI=1
e2x T—+00 2 z—+o00
donc ) )
—e** x 1 e
@) s T T
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(b) En —o0, on écrit :

)_ 1
z2

8

2
332(1—|—1%) Va2 /1 +

Or au voisinage de —oo, x est négatif donc |z| = —z, et de plus (aucune croissance comparée
cette fois, seulement des quotients et des composées de limites) :

T 2z 1
<6—6+1>—>1 et 41+ ——Vi=1
xr x

Tr—r—00

donc
2?2 x 1 x?

fa()

S Cayx1 =z "

5. f5 est factorisée au maximum, et admet un seul facteur qui tend vers 400, et qui a une somme a
I'intérieur d’une fonction. On écrit :

f5(x) =1n {zz (1,12 + 1>} =In(z®) +1In <1—|— :1012> =2Inz+1n (1 + ;)

Remarquons qu’on a toujours une écriture avec une somme qui tend vers +o00, mais cette fois-ci
elle n’est plus dans le In : comme un terme tend vers 4+oo et 'autre vers 0, le terme prépondérant

est évident :
In (14 %)
2lnz '

fa(z) =2Inz (1 +

Or par quotient, somme et composée de limites,
In(1+2%
2lnzx z—+00

fs(x) ~ 2lnzx1=2Inz.

+oo

donc

6. fe est factorisée au maximum, et chaque facteur s’écrit comme une somme. Cependant dans les
deux cas il n’y a pas de terme prépondérant clair : par contre on remarque des formes de DL (x
tend bien vers 0) qui vont permettre d’en faire apparaitre :

2 7 2 2 o2 T 5y 2 T I
zln(l+z)—z=x(z 5 + o(z?) ‘=z 5 +o(z’) —a® = 2(1—1—0(1))?;

d’une part, et d’autre part :
22
e“"—:zzfl:1+x+?+0(z2)7:1771:x2(1+0(1))3x2

donc par quotient (qui est bien une opération compatible avec les équivalents) :

7. f7 n’est pas factorisée au maximum, on commence par la factoriser :

f7(x):xf(ewfl):xfem+1

z2(e* —1)  2%(e* —1)

On obtient 3 facteurs dont un déja simplifié (z2), et deux sous formes des sommes : celles-ci n’ont
pas de terme prépondérant clair mais comporte des formes de DL (z tend bien vers 0) qui vont
permettre de faire apparaitre des termes prépondérants dans chacune :

2 2 2 2
r—e"+1l=a— <1+£U+$2+0(1‘2)> +1:—%+0($2):—%(l—l—o(l))rg—%
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d’une part, et d’autre part :

z? 9 z? 9 x
e$—1=1+x+?+o(x)—1=x—|—?—|—o(x )=x(1+§+o(aj)>.
Or . .
(1+§+o(x))——+1 donc ew—lzm(1+—+o(x)>3x.

z—0

Par produit et quotient (compatible avec les équivalents) :

2
1 1 z—er+1 -z 1
frle) =~ = 2

x(er —1) =z

x2(e* — 1) 02xz 2z

8. fs est sous forme factorisée (avec 4 facteurs) et :

z+41—2 , z—-1——0 , lnz——0 , 2——2
r—1 r—1 rz—1 z—1

donc on étudie plus précisément les facteurs x — 1 et Inx, car les autres sont équivalents & leur
limite : comme on se place en 1, il faut réaliser un changement de variabley =z -1 <=2z =y+1:

— Le facteur z — 1 donne : z — 1 = y, ne peut peut pas étre simplifié.

— Le facteur Inz donne (on remarque que y tend vers 0 donc le DL est valable) :

In(z) = In(y+1) =y = = +o(y*) =y (1= § +oly))

avec y
(1 ~3 + o(y)) yTO> 1 donc In(y+1) oY

et enfin en repassant a la variable z :

In(z) otk 1

Enfin par quotient et produit, compatibles avec les équivalents :

2><(33—1)_1

RO T a=nxe

9. fo est sous forme factorisée, et comporte deux facteurs : le premier, x, est sous forme simplifiée, on
s’occupe du second.

ew — 1 est une somme qui tend vers ¢ —1 = 1 —1 = 0 : il faut donc factoriser par un terme
prépondérant, et il n’y en a pas car les deux termes tendent vers 1.

On doit donc retirer ’exponentielle avec un DL : comme % —+> 0, on reconnait bien la forme
Tr—r+00

e" au voisinage de 0 :
2 2
, 17 [3] 1 11 1 1 1 1
z—1=1 — z — —1==-4+— =14+ = -
c +[x}+ 2 to T m+2x2+0(x2) :U( +2x+0<x>>

1 1 1 1 1 1 1
1+ —4o0o({—-) —1 donc e+ —-1=—-(14_—+4+o0|— ~ .
2z xr ) z—+oo T 2z x +oo T

Enfin par produit, compatible avec les équivalents,

Or

1
fo(z) L Ex =1
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Exercice 2.

1. e sur | — o0;0[ et sur |0;+o0[ : f: 2+ m(lw#"‘) est continue sur | — co; 0] et sur ]0; +o00[ comme

quotient de fonctions usuelles continues, avec 1 4+ 22 > 1 > 0 pour In et le dénominateur qui ne
s’annule pas (22 ne s’annule qu’en 0).

e En 0 : la fonction a une valeur particuliére donc on revient & la définition : on cherche la li-
mite de f en 0.

f est sous forme factorisée, avec deux facteurs : chacun des deux tend vers 0, c’est une forme indé-
terminée. On cherche un équivalent simple du numérateur pour lever l'indétermination.

Pour cela on remarque qu’il y a une somme a I'intérieur du In : mais comme le terme prépondérant
est 1, la factorisation par 1 ne change rien. On remarque alors que puisque 22 — 0, on a une forme

de DL :
2\2 4 2
In(1 +2%) = (2?) - (2) +o((#%)?) = 2* — - + o(at) = 2 (1 ; +o<x2>)'
Or
1- x—2+o(:cz) ——1 donc ?(1-— —2+0(x2) ~ z?
2 z—0
et enfin :

f@)=~ =1 et limf(a) = lim1=1= f(0)

donc f est bien continue en 0.

e Conclusion : En regroupant, on en déduit que f est continue sur | — oo; 0[U{0}U]0; +oo][=
] — 00; +oo[=R.
2. e sur | —oo;0[ et sur J0;+o00[ : f: 2 — ln(lgg#% est dérivable sur | — o0o; 0] et sur |0; +o00[ comme

quotient de fonctions usuelles dérivables, avec 1 + 22 > 1 > 0 pour In et le dénominateur qui ne
s’annule pas (22 ne s’annule qu’en 0).

De plus, pour tout z €] — 00; 0[U]0; +o0[, f(x) = 2e?In(l+a’)(1+2))

3 (14x2)

e En 0 : De méme comme 0 est un point particulier, on revient & la définition :

f@) = fO) PR 1 (4 -e® 1 In(l+a?) - a?

1
z—0 T 2 T 3

On a une forme indéterminée, on cherche un équivalent simple du numérateur pour la lever :
cette somme n’a pas de terme prépondérant apparent (les deux termes tendent vers 0 et aucune
information ne permet de savoir si 'un est plus rapide que lautre), on utilise le DL :

2 2 , ! 4 2 at !
In(1+2°)—z*==x —?—I-O(Z‘)—l“ 2—5(14'0(1))?_?
donc .
f(x)_f(o)fv77:—£ et limM:lim—EZO
x—0 0 1’3 2 z—0 x—0 z—0 2

donc f est bien dérivable en 0 (car la limite est finie) et f/(0) = 0.

e Conclusion : En regroupant, on en déduit que f est dérivable sur | — oco; 0[U{0}U]0; +oo]=
2 2 2
] — 005 +o0[=R et que f(z) = 2EEDAED) i £ 0 et £/(0) = 0.
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3. f est sous forme factorisée, et on obtient une forme indéterminée avec le quotient de limites. On
cherche donc un équivalent simple du numérateur pour lever cette indétermination : il y a une
somme & I'intérieur de In, dont le terme prépondérant est z?2 :

In(1+22) = In [:ﬂ (1 + ;)] =In(2®) + In (1 + ;) =2In(z) +In <1 + ;)

On a maintenant une somme & ’extérieur des In, et comme un terme tend vers +oo et 'autre vers
0, le terme prépondérant est évident :

In(1+ %)
In(1 %) =21 1+ ——F= .
a(l+2%) nx( + 2Inz

Or par quotient et somme de limites,

In (1 + ;Tl?) ,
(1+ 2Inz z—+00 1 donc In(l+x )J:C;O 21n(z).

Enfin par quotient d’équivalents,

2lnx . . . . 2Inx
~ et par croissances comparées lim f(z) = lim =
+oo 2 x—+o00 z—0 X

f(z)
Exercice 3.

1. ® ¢ est continue sur R% comme quotient de fonctions usuelle continues , avec un dénominateur qui
ne s’annule pas sur R% (sit # 0 alors e # 1 donc 1 —e™" #0) .

e En 0 la fonction a une valeur particuliére donc on revient a la définition : on cherche la li-
mite de ¢ en 0.

o est sous forme factorisée, avec deux facteurs : chacun des deux tend vers 0, c’est une forme
indéterminée. On cherche un équivalent simple du dénominateur pour lever I'indétermination.

Pour cela on remarque qu’il y a une somme, mais les deux termes tendent vers 1, aucun n’est
prépondérant. On remarque ensuite que puisque —t — 0, on a une forme de DL :
t2

l—e_tzl—(1+(—t)+(_2t>2+0((—t)2)> :1—1+t—2+0(t2):t<1—;+0(t)>.

Or
t t
<12+0(t)) 7;0%1 donc t<12+0(t)> ?t
et enfin par quotient :

o(t)=~-=1 et limp(t)=1lim1l=1=¢(0)
0 t—0

t—0

o~ | ~+

donc ¢ est bien continue en 0.

2. @ est dérivable sur RY comme quotient de fonctions usuelles dérivables, avec un dénominateur qui
ne s’annule pas sur R .

e comme 0 est un point particulier, on revient a la définition :

_ et _
e(t) —¢(0) 1—te—t -1 . % t—14et
t—0 t Tt tl—e b

On a une forme indéterminée avec 3 facteurs, on cherche un équivalent simple des deux facteurs
plus compliqués pour la lever. Dans les deux cas on ne voit pas de terme prépondérant, mais une
forme de DL avec —t — 0 :

l—etn~t
0
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d’aprés la question 1, puis :

t—l4et=t—1+1+4(-t)+ ° +0(t2)—i+0(t2)—ﬁ(1+0(1)) a
N 2 ) ) 0 2
donc )
t
- < - 1 1
e(t) = #(0) ~—2-=- donc lim 7§0(t) #(0) =lim - = =
t—0 0 txt 2 t—0 t—0 t—0 2 2

donc ¢ est bien dérivable en 0 (car la limite est finie) et ¢’(0) = 3.

3. ¢ est de classe C! sur R’ comme quotient de fonctions usuelles de classe C L avec un dénominateur
. ) *
qui ne s’annule pas sur R .

En 0, on a vu que ¢ est continue, dérivable (donc ¢ est continue et dérivable sur R, ), il reste a
prouver la continuité de ¢’ en 0. Pour cela, on connait ¢’(0), il reste a trouver tliH(l) ¢'(t). Calculons
—

tout d’abord :
Cl-et—etxt 1—et—te?

@/(t) = (1—e1)2 - (1—et)2

On a une forme indéterminée sur une forme factorisée, pour la lever on a chercher un équivalent
simple de chaque facteur. On a vu plus tét que :

1—et ¥ t  donc par produit d’équivalents (1 —e )2 = (1 —e ) x (1—e7") ¥ txt =t

D’autre part au numérateur on n’a pas de terme prépondérant, on reprend donc avec le DL de e~ :

t2 t2 t2
l—et—te™t = 1—(1—t+2+0(t2)>—t<1—t+2+0(t2)):1—1+t—2+o(t2)—t+t2—
t2 5, 2 t?
= gt =gre) g

On en déduit par produit et quotient d’équivalents que :

t2
5 1 1 1
/ l = — 1 1 / = 1 _= - = /
)y =g pus et =lms =5 =¢(0)

donc ¢’ est continue en 0, donc sur R, et ¢ est de classe C! sur R,.

4. 1 est dérivable sur R comme somme et produit de fonctions usuelles dérivables, et :
PYt)=—le"+Q+t)x(—e )] =—e"+ 1+t = (-1+1+t)=te"

Cette dérivée est strictement positive sur R* et nulle en 0, donc 1 est strictement croissante sur R .

5. ¢ est continue sur R, montrons qu’elle est strictement croissante. Or pour tout ¢ > 0,

l—et—tet 1—(1+t)e? _ Y(t)

¢ (t) = (1—e1)2 - (1—et)2 (1 —et)2

est du signe de 1 (t) : on a vu que v est strictement croissante sur R, et 1/(0) =1—1x1 = 0, donc
1, et donc ¢', est strictement positive sur R’ . On en déduit que ¢ est strictement croissante sur R

Enfin ¢ est continue et strictement croissante sur Ry donc réalise une bijection de R, dans
i = [1;1i .

{s@(O),irogso{ [ ,ggso[

Calculons cette limite : par somme puis quotient de limites,

lim 1—e*=1 donc lim ¢(t) = 400
t——+oo t—+oo

et enfin ¢ réalise bien une bijection de Ry dans [1;+o0].

3 ,
J— t‘
5 + of
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Exercice 4.

1. On reconnait le développement limité de v/1 + u = (1 —i—u)%, car u = —x2 tend vers 0 : au voisinage

de 0,
1 1 1 2 1 1
\/1+u:(1+u)%:1+fu+f>< 1-- xu—+o(u2):1+7u77u2+0(u2)
2 2 2 2 2 8
donc comme u = —x2 tend bien vers 0,
1 1 1 1
VI—2? =14 (a2 - 3(~2?) + o((~2)?) = 1 - 52 — 22" + o(a")
2 8 2 8
puis
1—(1—- 322 — ot +o(z) L2+ ia'+o(2') 1 1, )
g(.’l?) = £L’2 — $2 = 5 + g.’l? + 0(.’[} )

2. On en déduit successivement :
Ok — lim L 4 1,2 2y _ 1 _ .
chli% g(z) }% 5 + 52° +o(z?) = 5 = g(0) donc g est continue en 0.

— Au voisinage de 0,

—q(0 Ly 1.2 2y _ 1 1
g(z) — g(0) _ 278" o(z?) — 5 — 2+ o(x) 0
xz—0 T 8 z—0

donc g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.

3. On en déduit (avec la formule connue depuis longtemps ou par lecture du DL) que g admet au
voisinage de 0 une tangente d’équation :
1
Yy = 9
De plus au voisinage de 0,

2 0

oo —

glz) — = = éxQ + o(z?) = JréxQ(l +0o(1))

donc g(z) — % est, au voisinage de 0, du méme signe que %x{ donc positive : la courbe se situe
donc, localement, au-dessus de sa tangente.

Exercice 5.

1.(a) En0T, z — Oet:

-

1 1 . 1
— =>4+ donc —— ——00 puis e = —0
T x

donc par produit de limites,

donc f est continue & droite en 0.
(b) On cherche la limite du taux d’accroissement :

fl@) = f(O) _wes s

x—0 x—0 z—0+

(déja vu a la premiére question) donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
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2. En 07, on obtient par composée )
e = — 400
donc c’est une forme indéterminée. Il n’y a aucune somme a simplifier et aucun DL (exponentielle

est prise en +00) donc il faut lever l'indétermination uniquement avec les croissances comparées :

I’astuce est de poser le changement de variable y = f% =T = f%, avec y qui tend vers +oo

quand x tend vers O :

. _1 ) 1
lim ze”= = lim ——eY =+
z—0— y—+oo Y

par croissances comparées, donc f est continue & gauche en 0, et finalement elle est bien continue
en 0.

A . _1 . .
En —oo, par composée lim e = =e’=1et lim x = —oo donc par produit :
Tr— —00 r—r—00

De méme en 400, par composée lim e"z =e® =1et lim 2 = 4oo donc par produit :
Tr—r—+00 r—r+00

3. (a) Au voisinage de 0toc0, u = f% tend vers 0 donc on peut utiliser le DL de ’exponentielle :

Ly, ) I B O T A
cr= x 2 Okoo z o r  2z2 koo 22

On multiplie par = et on obtient :

1 1 1
e Fr—x—14 — o=
f(z) = ze x + 5 + o4 <x>

(b) On remarque alors qu’au voisinage de oo, f(z) s’écrit sous la forme :
flx)=2—-1+4g(x)

avec x — x — 1 une fonction affine et lim g(x)=0.
r—Fo0

On en déduit que la droite d’équation y = x — 1 est asymptote a la courbe Cy en Foo.

Etudions & présent le signe au voisinage de £oo de :

@) = (0= 1) = gz +oum (3 ) = 520+ 02 32

2z 2x too 21

qui est donc du méme signe, au voisinage de +o0, que % : il est donc négatif au voisinage de
—oo et positif au voisinage de +oc0.

Finalement Cf est en-dessous de son asymptote au voisinage de —oo, et au-dessus au voisinage
de +oo.

Exercice 6.

1. Réécrivons tout d’abord la racine n-iéme sous forme de puissance puis sous la forme exponentielle
(on ne sait absolument rien dire sur des limites avec des puissances variables!!!)

Up =N (2% — 1) =n (e% (@) _ 1)

qui donne une forme indéterminée, puisque n tend vers +oo et le deuxiéme facteur vers e’ — 1 = 0.




ECE 2 - Mathématiques
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau Etude locale de fonctions

On doit donc trouver un équivalent simple de ce deuxiéme facteur, qui n’a pas de terme prépon-
dérant (les 2 tendent vers 1); mais comme = In(2) tend vers 0 en +oo, on reconnait le DL de

e
, 1 1 1n(2))° 1 2 n2 In2 1 In 2 1 1
en @1 = 1+<nln(2)>+("2())+0 <nln(2)> ]—1 = —+55+0 <n2> == <1 +o-to (2n>)
avec
lim <1+1+0(1>) =1
n—-+oo 2n 2n
donc
Uy ~ M X lr172 =1In2

et (u,) converge donc vers In 2.

2. De méme on écrit la puissance variable sous forme exponentielle :
1
Up =N (e — e”ln(Hn))

Cherchons la limite du deuxiéme facteur : comme nln (1 + %) est une forme indéterminée, pour
lever cette forme indéterminée, on doit écrire le DL de In (1 + %) :

1 1 1 1 1 1 1
In{l+—-)=——--—+o0|—= donc n{l+—-—)=1-——+o(—]).
n n  2n? n? n 2n n

On en déduit par somme et composée de limites que :

6nln(1+%) — e_el—i—o—o(%) SN 0
n—+oo

e —

et on a donc une forme indéterminée. Pour la lever, reprenons le 2e facteur : on factorise par e,
puis on retrouve une nouvelle forme de DL (cette fois c’est Pexponentielle) :

e — en]n(l—‘r%) = e — 61_%%-"_0(%) = e (1 — e_%n—‘ro(%))

ot [ o (D] ¢ [ o ()] <o ([ 4o (2)])

On développe en pensant a éliminer tous les termes d’ordre supérieur ou égal a 2 puisqu’il y a un
o( ) d’ordre 1 : tous les termes du carré et du o([..]?) disparaissent et on obtient :

avec

Exercice 7.

1. (a) On cherche la limite de f en 0. Comme il y a une puissance qui dépend de x, on passe a la
forme exponentielle et on écrit :

f(.l?) _ e(l+%)lnz 0
z—0+

car par somme de limites (1 + %) tend vers +o0o et Inz tend vers —oo, donc par produit puis
composée :

1
<1 + > Inx —— —oco  puis e(+3)nz
T z—0Tt r—0t

Or f(0) =0, donc f est continue en 0.
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(b) On cherche la limite du taux d’accroissement :

Par quotient (pas de croissance comparée!!) puis composées de limites on en obtient alors :

In(z) . In(x)
——+ — —00 puis ez ——0
x z—0+ z—0t

donc f est dérivable en 0, et f/(0) = 0.
2. (a) Etudions la fonction g(z) = In(z) — 2 — 1 sur R**.
g est dérivable et

1 1—=z

!
:7—1:
g'(z) - -

est du signe de 1 — x car x > 0, donc strictement positive avant 1, nulle en 1 et strictement
négative apres.

g est donc strictement croissante sur |0; 1] et strictement décroissante sur [1;4o00[ et admet un
maximum strict en 1, avec
g(1)=In(1)—1-1=-2<0

donc pour tout = €]0; 400],
g(z) <0< In(z) <z +1.

(b) f est dérivable sur ]0; +o00[ comme produit puis composée de fonctions dérivables et :

2 T 2

1
f(z) = e(1+3) In(@) o (_ln(gc) + 14—@) _ (1) (@) o M

La question précédente montre que

—In(z)+2z+1>0

et onaz? > 0 et e(13) ) < 0 donc f'(x) > 0 sur |0; +o00[ et f est strictement croissante sur
[0; +o0].

3. On obtient immeédiatement

1
lim 1+—=1 et lim In(z) = 400

Tr—+00 X r—+00

donc par produit

lim (1 + 1) In(z) = +o0.
x

r——+00

De plus lim eX = 400 donc par composée
X—+oo

lim f(xz) =+oc0.

T—r+00

In(1+t)

4.(a) On pose x =1+t, donc f(z) = (1+1t) e 1#¢

Ecrivons les développements limités de In(1 + ) et 135 :
In(1+1¢t)=t t2+ (t?) et ! 1—t+t*+o(t?)
n =t——+o et —— =1- 0
2 1+¢

donc :

In(1 +1¢) t* 2 2 2 £ 2 2 3 .2 2
—_— =t - = t 1—-t+1 t =1 —t t°)=t— =t t7).
T < 5 +olt’) X (1—t+1*+o(t?)) 5 + o(t?) 5t ++o(t?)
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On compose avec le DL de I'exponentielle ( e* =1+ u + % + o(u?) ) et on obtient :

In(1+4t)

t— 342)°
e H = 1+<t—2t2>+(;)+o(t2)

= 1+t 3t2+t2 + o(t?)
B 2 2

= 1+t—t>+o(t?).
D’ou
fA+t) =0+t x (L+t—t"+o0(t?)) =1+t — > +t+t>+0(t*) = L + 2t + o(t?)

ce qui donne bien :
f@)=14+2z—-1)+o((z— 1)2)
La tangente T" a Cy au point d’abscisse 1 a pour équation :

y=fO+f(Mz-1)=1+2x—-1)=22-1

On remarque que cette équation correspond bien au DL tronqué a 'ordre 1 de f au voisinage
du point 1.

Avec le DL donné, on peut écrire que :

Fla)— 2z —1) = 1+2(x—1)—%(3:—1)3—1—0((3:—1)3)—(233—1)
= 1+2I7272x+17%(9:71)3+0((x71)3):f%(xfl)g[lJro(l)]

1 3
T 3@l
Cette fonction, qui a le méme signe que f(x) — (2 — 1) au voisinage de 1, est positive avant 1
car (x — 1) <0 donc (z —1)® < 0 et négative apreés 1.

On en déduit que la courbe Cy est au-dessus de sa tangente avant le point 1, et en-dessous
aprés le point 1 : elle traverse donc sa tangente au point (1, f(1)) = (1, 1), qui est donc un point
d’inflexion de la fonction f.

On trace d’abord la tangente (il suffit de prendre deux points et de tracer la droite. Ensuite on
trace une courbe croissante passant par (0,0) et allant & +00 en +00, en faisant attention qu’elle
soit tangente & la droite qu’on vient de tracer au point 1, et qu’elle traverse cette tangente en
passant au-dessus avant puis en-dessous aprés.
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