ECE 2 - Mathématiques
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau Séries numériques

Correction du TD 3 : Séries
numeériques

Exercice 1.

1. On reconnait une série géométrique, on écrit :

1

On reconnait une série géométrique de parameétre —z, avec ‘—§| < 1 donc elle converge (absolu-

ment). De plus :
fﬂ_zx Nt Lo 131
. gnl 3 3 1_(_%)_35 %_35 4 324"

2. On doit reconnaitre ici une série géométrique dérivée, en écrivant :

p p p p 1
— — n — n — _ n—
g ne 2"25 n(e 2) :E n(e 2) —|—0:eQE n(e 2) .
n=0 n=0 n=1 n=1
On reconnait une série géométrique dérivée de paramétre e =2 = e%, avec ‘e%’ < 1 donc elle converge

(absolument). De plus :

+oo —2

1 d
g ne 2" =72 x 5 = € 5 -
oy (I-e2)” (1-e2)

3. On fait apparaitre une série géométrique dérivée :

St -2 -2 (G () —mae ()

n=2 n=1

V3

On reconnait une série géométrique dérivée de parameétre %, avec ‘%‘ < 1 donc elle converge

(absolument). De plus

—+oo

P IR SV S T 1 _1X(3_1)
23% 0 V3B (1_¢>2_ 3 (\/‘371)2 V3T \3-2v3+1

V3
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4. On fait apparaitre des séries géométriques dérivées seconde, premiére et non dérivée :

§4k2;k3é;—1 B §4k([k—1]44k—12)—3k—1:kz":_24k(k—412);k—1
— 4§k(k—1) <411>k 2+§k<i)“_§<i>m
g () ST O EOT0
= 4;:/4(1{1)<i)k_2+4§k(i>k_l416:0<i>k+16+4

On reconnait des séries géométriques dérivées seconde et premiére et une série géométrique de
méme paramétre 1, avec || < 1 donc elle converge (absolument). De plus

400 2
4k — 3k —1 2 1 1
24"77_2 = 16+4Xﬁ+4><ﬁ—16x1 1
k=2 1-1%) 1-1) 4
8x 43 4x4%2 16x4 32 4 4
= 16 — =16 =, 2=
Tt 3 (+27+9 3)
27T+32+12 - 36 35 16 x35 560
= 16x =16 x — = = —.
27 27 27 27

5. On fait apparaitre des séries exponentielles :

P22
Z:ln

p _1+1 p
- X Y

A |
Lt

On simplifie les factorielles, mais dans la premiére somme, cela donne (n — 2)!, qui n’existe que si
n > 2. Il faut donc traiter & part le terme pour n =1 :

n=1

P oon? 41 P 1 P 1
> n! = :2<0+nz_:2(n_2)!>+2;(n_1)'

"1
AP

On effectue, pour remettre la factorielle correctement, les changements d’indice n’ = n — 2 dans la
premiére somme, et n’ = n — 1 dans la deuxiéme somme, et on fait ensuite partir les séries de O :

n=1

P oon? +1 (el T

1 &1
R
p721 p—1
2;5”; Z——l

On reconnait trois séries exponentielles, qui convergent (absolument). De plus :

+oo 2
2 1
E n'—i— = 2! +2!'+e—1=5e—1.
n!
k=2

6. Comme on ne reconnait aucune série usuelle, sans autre indication (questions précédente de I’énoncé
qui a transformé le terme général ou carrément fait calculer la somme, par exemple par récurrence),
on doit toujours essayer de télescoper : il faut donc faire apparaitre le terme général sous la forme

(Unt+1 — vy) OU bien v, — v, 1 :

Sulo-)- e

)-

n

3 [m(k—

k=2

1) — ln(k)} .
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On en déduit par télescopage que :

. 1
In{l—=)=In(1)-Inn)=—-Inn) —— —oc0
2n(5)

n—-+oo
donc la série diverge.

7. De méme qu’d la question précédente, comme on ne reconnait aucune série usuelle, on cherche a

télescoper :
P In (1) B [In(n+ 1) u n+ 1) In(n)
“— In(n)In(n + 1) B ng In(n )111 n+ 1 Z [ln +1) In(n)n(n+1)
SN 1
B n; Ln(n) " In(n+ 1)]

On reconnait un télescopage, on en déduit que :

Zf' Colm(mH) 1 1 1
In(n)In(n+1) = 2 In(p+1) po+e In2
donc la série converge et :

(n-l—l) 1

< In(n)In(n + 1) T2

8. Avec les factorielles, on pense a la série exponentlelle ? Essayons en explicitant le coefficient binomial
avec des factorielles :

nZi;C (Z) (é)kT(L!g)”—k 7n _ é ﬁlk)' (é)k (%)n—k n ) éW

Pour faire apparaitre une série exponentielle, il faut faire apparaitre n! : on pose pour cela le
changement d’indice : n' =n —k :

2”: () (5) r(”%) o™ (i? ”Z_: (%)n?"““ _ (%3 ”z_: (5)"

n=k n=0 n=0

On reconnait une série exponentielle, la série converge donc (absolument) et :

COEETT G e @)
FOO @™ _ B p @F

n=~k
Exercice 2 :

A chaque fois on demande seulement la nature mais pas la valeur, on va donc utiliser les théorémes de
comparaison : pour cela on vérifie que la série est & termes positifs puis on cherche d’abord un équivalent
simple du terme général : s’il ne permet pas de conclure, on tentera la négligeabilité devant le terme général
de la série de Riemann.

1. La série est a termes positifs, on cherche un équivalent de son terme général; il est sous forme
factorisée, le numérateur est simple, on s’intéresse au dénominateur :

1
k __qak
3¢ +1=3 <1+3,€)

. 1\ _ )
avec kll)liloo (1 + 37) =1 donc :

1 1

3Fr1l ~ 3 et — o~ .
T T
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Les deux séries sont & termes positifs, par théoréme de comparaison elles sont de méme nature.
Enfin la série de terme général g converge comme série géométrique de paramétre 1 avec 4] < 1,

donc la série de terme général -

3EFT converge.

Vk - zﬁ(l—\}ﬁ

avec lim (1 - ﬁ) =1 donc :

k——+o0

1 1
1A VE et =~ L
oo VL 45 Vi

Les deux séries sont & termes de signe constant, par théoréme de comparaison elles sont de méme
1

nature. Enfin la série de terme général ﬁ = 717z diverge comme série de Riemann de parametre
1

5 avec % < 1, donc la série de terme général ﬁ diverge.

vk

2

3. Le terme général est positif & partir d’un certain rang (le numérateur l’est toujours, le dénominateur
est la somme d’un terme qui tend vers +oco et d’un terme supérieur & —1 donc tend vers +00), on
cherche un équivalent du terme général ; il est sous forme factorisée, on s’intéresse au numérateur

puis au dénominateur :
e—2n
e 4n=n <1 + )
n

. . , .. . —2n
avec par quotient (pas de croissances comparées ici!!) llr_’I_l (1 + < ) =1 donc
n—-—+0o0

e 4n ~ n.
400

D’autre part

RS/ 4+ (1) = 0 (1 ; <—1>")

n3/2

avec lir}rl (1 + (;3—1/)2) =1 : en effet, on sait que
n—-+0oo

-1 _ (- _ 1
n3/2 = p3/2 = p3/2

—-1<(-1)"<1 donc

et par encadrement, la quantité du milieu tend vers 0. On en déduit que

—2n
3/2 L (_1\n ., 3/2 - e +n o on o 1
n* =+ (-1) o puls g T % i~ i

Les deux séries sont a termes positifs (au moins & partir d’un certain rang), par théoréme de com-
paraison elles sont de méme nature. Enfin la série de terme général # diverge comme série de

- N 1 1 Pt P e 2" 4n -
Riemann de paramétre 5 avec 5 < 1, donc la série de terme général ) diverge.

4. Le terme général est positif, on cherche un équivalent du terme général ; il est sous forme factorisée,
on s’intéresse au numérateur puis au dénominateur :

1 1+ 2 1 1
n n n) +oon
par équivalent usuel In(1 + z) v T, avec % — 0. D’autre part :
4 4
Vn + =1/n<1—|—n> =+/n 1+ﬁ
avec lim 4/1+ 4 —/1=1donc
n——+00 n
In (L1>

1
. - P 1 1
Vndd Vol TS e S i T
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Les deux séries sont & termes positifs, par théoréme de comparaison elles sont de méme nature.
Enfin la série de terme général —= converge comme série de Riemann de paramétre § avec § > 1,

. L In n+1
donc la série de terme général % converge.

5. Remarque : aucun équivalent plus simple n’est possible ici. On cherche alors & démontrer la négli-
geabilité du terme général devant 1/n>.
Vlériﬁons si
2 2

en” N

. . . , . 2
On pose X =n? — 400 , on sait que lim = = 0 par croissances comparées donc lim Sy =0.

X —+o0 € er
. . . — 2
Ainsi, on a bien e = 4; =90 (%)
en n
Les deux séries sont & termes positifs, et la série de terme général # converge comme série de
Riemann de parameétre 2, avec 2 > 1, donc par théoréme de comparaison la série de terme général
2

e~ ™ converge.

6. Le terme général n’est pas de signe constant : on va alors devoir en prendre la valeur absolue pour
avoir un terme général positif, et chercher la convergence absolue : si on obtient la convergence
absolue, on pourra conclure a la convergence. Par contre si on ne ’obtient pas, on ne saura rien sur
la convergence simple...

La valeur absolue du terme général est :

‘ (—1)"n*In(n)

n*In(n)
e2n = '

eQn

Il n’y a pas de meilleur équivalent & obtenir : on a une forme factorisée, et chaque facteur est sous

forme totalement simplifiée (aucune somme). Comme le terme général ne permet pas de conclure

avec les séries usuelles, on compare au terme général d’une série de Riemann convergence : # :

4
n” In(n

(527"() o nG ln(n) 0
% e2n n—-—+00

n

n*In(n) 1
——— =04 | = |-
eQn 7’l2
Les deux séries sont & termes positifs, et la série de terme général # converge comme Série de

Riemann de paramétre 2, avec 2 > 1, donc par théoréme de comparaison la série de terme général
n* In(n)
6271,

par croissances comparées, donc

converge.

(—1)"n* In(n)

On en déduit que la série de terme général e converge absolument, donc converge.

7. Cette série est a termes positifs, et on de peut pas trouver d’équivalent plus simple : on attaque
avec la négligeabilité devant % :
1/2

[
nynlnn T

L " Inn n—o+too
n

+00

et cela ne marche pas. Mais comme on a au dénominateur un n/2, on va essayer de comparer a
1 /n3/ 2,
1
ny/ninn 1

T =— —0
— Inn n—+oo
n3/2

donc on obtient bien :

1 1
— =i | —=
ny/nlnn n3/2
Les deux séries sont & termes positifs, et la série de terme général # converge comme série de

Riemann de paramétre 3/2, avec 3/2 > 1, donc par théoréme de comparaison la série de terme

- 1
général —=— JnTnm converge.
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Exercice 3 :

1. Etudions la fonction f définie sur [0,1] par f(z) = x — 22 : f est polynomaile donc dérivable et
f/(x) =1 =2z d’ou le tableau de variations suivant :

x 0 z 1
f'(z) + 0 -
%
f(z) / \
0 0

Ainsi, £(]0; 1[) =]0; 1] C]0; 1[ : on dit que lintervalle ]0; 1] est stable par f. Nous allons ainsi pouvoir
prouver par récurrence que tous les termes de la suite (uy,) restent dans l'intervalle ]0; 1] :

Montrons donc par récurrence sur n que pour tout n € N, 0 < u,, < 1:

— Initialisation : pour n = 0, d’aprés ’énoncé 0 < ug < 1 donc la la propriété est vraie au rang
n =0.

— Hérédité : supposons qu'il existe n € N fixé tel que 0 < w,, < 1, alors : u,y1 = f(un) €
£(J0;1[) C]O; 1] (car ]0; 1] est stable par f) .
et la propriété est vraie au rang n + 1.

— Conclusion : pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

Etudions & présent les variations de u,, : comme ug n’est pas une valeur connue, on cherche le signe
de u,+1 — u, par un calcul explicite (sinon on aurait prouvé par récurrence I'inégalité w,11 < uy
ou bien uy,41 > uy) :

un+17un:un7uifun:fui <0

donc la suite (u,) est décroissante.

Enfin (uy) est décroissante et minorée par 0 donc converge vers une limite /.

En passant a la limite dans ’égalité de récurrence, on a :
l=1-P+=-1’=0<1=0

donc la suite (u,) converge et sa limite est 0.

2. On cherche la convergence et la valeur donc on revient a la somme partielle. Comme on ne re-
connait pas de série usuelle (on n’a méme pas I'expression de u,!), on doit la calculer, soit par
télescopage, soit & 'aide d’une indication de I’énoncé (ou, ici, les deux).

En effet I’énoncé donne u,, .1 = u,, — u2, on peut donc isoler u2 dans cette égalité :
2 _
UZ = Uy — Uil

ce qui donne :

p p
2
E unzg (Un — Ung1) = Up — Upp1 ——> Uo — 0 = wg
5 n—-+oo
n=

n=0
donc la série de terme général u2 converge, et sa somme est
“+o0
E ui = U
n=0
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Exercice 5 :

1. La suite (u,) est récurrente : on prouve les inégalités par récurrence.

Montrons donc par récurrence sur n que pour tout n € N, u,, > 0 :
— Initialisation : pour n = 0, d’aprés ’énoncé ug > 0 donc la la propriété est vraie au rang n = 0.

— Heérédité : supposons qu’il existe n € N fixé tel que u, > 0, alors :
Upy1 = Upe ™ >0

comme produit de deux facteurs strictement positifs, et la propriété est vraie au rang n + 1.

— Conclusion : pour tout n € N, u,, > 0.

2. Comme ug n’est pas une valeur connue, on étudie le signe de u, 11 — u, par calcul direct :

—Un

Up41 — Up = Upe€ — Uy,

Etudions le signe de la fonctions g(z) = ze™® — 2 = x(e™* — 1) sur R} :
Ou sait que z > 0 donc —z < 0 donc e™* < 1 d’ott e™* — 1 < 0; donc par produit, g(z) <0 .
Ainsi,

Yn € Ny upy1 — up = g(u,) <0 car u, > 0 d’apres 1

et la suite (u,) est décroissante. De plus elle est minorée par 0 donc elle converge vers une limite /.

En passant & la limite dans ’égalité de récurrence, on a :
l=leele!'-l=0cle!'-1)=01=0 ou e'=1a1=0

3. Pour calculer cette somme, il faut faire apparaitre un télescopage, pas du tout évident ; On va alors
se servir du résultat a trouver : on remarque que c’est le résultat du télescopage

n

Vo — Un41 = E Vg — Vk+41
k=0

et on essaie alors de calculer :
Vg — V1 = In(ug) — In(ug41) = In(ug) — In(uge™*) = In(ug) — In(ug) — In(e™™) = —(—uy) = ug

et on peut donc conclure que :

n n
E Uk = E (Uk - Uk+1) = V0 — Un+1-
k=0 0

k=
Remarque : on aurait aussi pu, dés le départ, composer par In la relation de récurrence pour faire
apparaitre v,, et obtenir :

In(upt1) = In(uy,) —w, donc wvpp1 = v, — up

qui permet de trouver sans difficulté le télescopage.

4. On prend la limite : vg = In(ug) est une constante réelle, et la limite de v,+1 = In(u,41) dépend
de la limite de (u,) :

x

On a vu que (uy) converge et comme elle vérifie up+1 = f(uy) avec f(r) = xe™® une fonction

continue, sa limite est un point fixe de f, donc une solution de I’équation :
ze P=x<=z(e"-1)=0<=2=0 ou [¢-1l=0<=¢e "=l —2=n(l)=0<z=0]

On en déduit que (uy,) a pour limite 0, puis par composée (v,,) = (In(uy,)) a pour limite —oo, tout
comme (v,+1). Enfin par somme :
n

E U = Vg — Upt1 ——— +00
P n—+4o0o

et la série de terme général (u,) est donc divergente (vers +o00).




