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TD 4 : suites récurrentes et suites implicites

1 Suites implicites

Une suite implicite est une suite (u,,) de réels dont on a prouvé l’existence mais dont on ne connait pas la
valeur. On dit alors qu’ils sont définis implicitement.

Ces réels sont souvent tous solution d’une équation du type f(z) = constante, que 'on ne sait pas résoudre
mais dont on prouve ’existence d’une solution par le théoréme de la bijection.

Méthode d’étude des suites implicites :
- Pour prouver l’existence des termes d’une suite implicite, il faut invoquer proprement le théoréme de la
bijection.
- Pour étudier la suite, il faut toujours utiliser I’équation vérifiée par la suite . En effet, on ne connait pas
explicitement les termes de la suite, mais on connait explicitement la suite de leurs images par f, donc :
1) on regarde les images et on les compare;
2) On en déduit les propriétés de la suite.

Exercice 1.
Soit f définie sur [0, +oo[ par f(z) = zIn(1 + ).
1. Justifier que f réalise une bijection de [0, +oo[ sur un ensemble que 'on déterminera.

2. On considére & présent pour tout n entier naturel non nul ’équation :

1

f@) == (En)

(a) Montrer que, pour tout entier n € N*, ’équation (E,,) a une unique solution strictement positive.
On la notera «,.

(b) Montrer que : Vn > 1, ay, > 7712
¢) Montrer que la suite o est décroissante et convergente.
q g

(d) Déterminer la limite de la suite « puis montrer que «;, ~ %

Exercice 2.
Pour tout entier n > 2, on définit la fonction f, par f,(x) =2™ +1— nz.

1. Montrer que, pour chaque entier n > 2, I’équation ™ + 1 = nx posséde une unique solution dans
I'intervalle [0, 1], notée x,.

Calculer .

Etudier le signe de fr41(z) — fn(x) sur [0,1]. En déduire le signe de fr41(xy).
Déterminer la monotonie de la suite (), et montrer sa convergence.
Justifier que : Vn > 2,0 <z, < % En déduire lim =z,.

n—-+oo

oUW

6. Déterminer la limite de z”, puis montrer que z,, ~ +
ny n

Exercice 3.
Soit n € N*. On définit la fonction réelle f, par: Vx € R, f,(z) =z +1— %

Montrer que pour tout n € N*| il existe un unique nombre réel négatif z,, tel que f,(z,) = 0.
Montrer que Vn € N*, z,, > —1.

Montrer que pour tout z € R_, f,+1(x) > fn(x).

Montrer que la suite (z,)nen+ est décroissante et convergente.

Calculer la limite £ de la suite (z,,)nens-

AR o

La série de terme général y,, = x,, — £ est-elle convergente 7
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2 Suites récurrentes d’ordre 1

Exercice 4.
Soit f la fonction définie par f(x) = ,/5%=. On note C sa courbe représentative dans un repére orthonormeé.

1. (a) Dresser le tableau de variations de f sur son ensemble I de définition (& déterminer).
Préciser le coefficient directeur de la tangente a la courbe C' au point d’abscisse 0, puis au point
d’abscisse 1.

) Montrer que pour tout = € I, f(x) > . Etudier les cas d’égalité.
(¢) Tracer C et D : y = x dans le méme repére.
) Démontrer que f réalise une bijection de I dans un ensemble a déterminer.

b) Expliciter la bijection réciproque f~! de f et dresser son tableau de variations.

3. On considére la suite (u,,) définie par ug = % et Vn € N, up41 = [ g

(a) Tracer les premiers termes de la suite (u,) sur le graphique de la question 1.(c).

En utilisant 1’étude de la fonction f, répondre aux questions suivantes :
(b) Montrer que : Vn € N, u,, € [0,1]

(c) Justifier que (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 5.
Soit f: [0;4+00] — R . On rappelle que 'on sait d’aprés Pexercice 1 que f est strictement
z — zln(l+zx)
croissante sur R et réalise une bijection de Ry dans R,.
On consideére la suite (uy)nen définie par ug €]0; +00] et, pour tout n de N, upy1 = f(uy).

1. Résoudre I'équation f(z) = z, d’inconnue x € [0; +o00]. .
2. On suppose dans cette question : ug € Je — 1;4+00].

(a) Montrer que, pour tout n de N:e —1 < uy, < upy.

(b) En déduire que u,, tend vers +oo lorsque n tend vers +oo.

3. On suppose, dans cette question : ug € |0;e—1[. Etudier la convergence de (u,)nen-

Exercice 6.
On étudie la suite définie par ug et la relation de récurrence u,4+1 = —u, In(uy,) .
1. Etudier f : 2 — —xIn(z) .Vérifier que 'intervalle I =]0, 1| est stable par f.
2. Cas ug > 1 : La suite est-elle bien définie ?
3. Cas ug = % : Calculer uq. Que peut-on dire de la suite ?
4. Cas ug €)0, 1] :
(a) Montrer que Vn € N, u,, €]0, 2] .
(b) Comparer ug et u;. Montrer que la suite u est croissante.
(¢) Prouver que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

5. Cas ug €)%, 1] : Encadrer u; . Conclure quant a la convergence de (uy,) .
(&

Exercice 7.
Etude de la suite définie par Vn € N, u,, 11 = In(u,) + e — 1 pour différentes valeurs de ug.

1. On introduit la fonction f définie par f(z) = In(x)+e—1 et la fonction g définie par g(z) = f(x)—=z.

(a) Etudier les variations de f.

(b) Etudier le signe de g. On pourra introduire un réel « implicite.
2. On étudie ici la suite u dans le cas ou ug > e.

(a) Montrer que pour tout n € N, w,, est bien défini et u,, > e.

(b) En déduire que u est décroissante et convergente.
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(¢) Déterminer la limite de u, quand n tend vers +oo.
3. On étudie ici le cas ot ug = 1

(a) Montrer que pour tout entier n, u, < u,+1 <e
(b) En déduire que u est convergente et déterminer sa limite.

4. On étudie ici la suite u dans le cas ot 0 < up < . (o défini au 1.b)). On se propose de démontrer
par l’absurde qu’a partir d’'un certain rang, la suite u n’est plus définie.

On suppose pour cela que pour tout n € N, u,, > 0.

(a) Montrer que u; < ug puis que pour tout n € N, 0 < tpy1 < up < a.
(b) Montrer que la limite £ de u ne peut pas étre strictement positive.

(¢) Montrer que £ = 0 et conclure a 'aide de la limite de f en 0.

Exercice 8.
Soit la suite (u,) définie par ug =1 et ¥n € N, up11 = /5 + 4u,,.
1. Existence des termes de la suite : Montrer que (u,) est bien définie et que pour tout entier
naturel n, 1 < u, <5.
2. Limites finies possibles : Déterminer la seule limite finie possible de (uy,).
3. Convergence : Montrer que : Vn € N, [up41 — 5| < 2|uy, — 5|. En déduire que :¥n € N, |u, — 5| <

4 (%)n Conclure.
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Exercices supplémentaires

Exercice 9.

(In(z)*
Pour tout entier k& > 2, on définit fi(z) = { 0 o1 Sllm >0etz#1
six =

Premiére partie : Etude des fonctions fy.
a) Soit k > 2. Démontrer que fj, est dérivable pour z # 1 et déterminer sa dérivée.

b) Démontrer que fj, est dérivable en 1 et déterminer f;(1).

¢) Soit i (x) = k(z — 1) — zIn(z). Etudier les variations de (.

d) Démontrer que 1'équation ¢ (x) = 0 admet une unique solution dans |1; 4+o00[; on la note ag.

e) Donner le tableau de variations de fy (on séparera les cas k pair et k > 2 et k impair et k& > 3).

Deuxiéme partie : Etude asymptotique de la suite (ag)g>2-
a) Démontrer que pour tout k > 2, b1 < q; < eF. En déduire la limite de (ak)-

b) Pour tout k > 2, on pose ap = e (1 + by,).
Démontrer que by, vérifie 'équation : —ke™ = (1 + b,) In(1 + by).

c¢) Démontrer que In(1 + b;,) > —ke! =% ; en déduire la limite de (by) et by, ~ —ke™*.

d) En déduire que ay, = e* — k + o(k) lorsque k — +o0.

Exercice 10.
On étudie la suite (u,) définie par ug = % et pour tout n € N, w41 =1+ H%'

1. Montrer que Vn € N, u,, > 0. Calculer les premiers termes de la suite, est-elle monotone 7
_4

135 sur Ry. Représenter f et les premiers termes de la

2. Etudier rapidement la fonction f: z+— 1+
suite.

w

. Déterminer les limites possibles de la suite u.
4. soient v et w les suites définies par : Vn € N, v, = ugp et wp = ugpy1.
(a) Déterminer la fonction g telle que Vp € N, vp11 = g(vp) et wpp1 = g(wp).

(b) Donner le sens de variations de g sur R, et déterminer le signe de g(z) — . Montrer que les
deux intervalles [0,v/5[ et [v/5, +oo[ sont stables par g.

(¢) En déduire que les deux suites v et w sont convergentes. Vers quelle limite ?

(d) Vérifier que la suite u et convergente.



