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TD 5- Applications linéaires

Exercice 1.
Soit f I'application définie sur R? par f(x,y) = (22 — y, 3z + ¥).

1.
2.
3.

Montrer que f est un endomorphisme de R2.
Montrer que f est injective.

Montrer que f est un automorphisme de R? et déterminer 1.

Exercice 2.

- W

. Vérifier que la famille ((1,1),(0,1)) est une base de R2. Décomposer (z,y) dans cette base.

On suppose qu’il existe une application linéaire f de R? dans R? telle que f(1,1) = (1,0,3) et

Déterminer une base de I'image de f.
Calculer f(x,y) pour tout (z,y) € R2.
Déterminer la dimension du noyau de f.

f est-elle un isomorphisme de R? dans R??

Le vecteur (1,1,1) admet-il un antécédent par f?

Exercice 3.
. 2 0
Soit A = (0 4>.
Soit f lapplication définie sur Ms(R) par f(M) =AM — M A.

1.
2.

Démontrer que f est un endomorphisme de M»(R) .
Déterminer le noyau de f : on en donnera une base et la dimension.
Déterminer I'image de f : on en donnera une base et la dimension.

Donner la matrice B de f dans la base canonique, justifier de plusieurs fagons de f n’est pas un
automorphisme de Ms(R) et retrouver son noyau par calcul matriciel.

Exercice 4.
Soit f: Ry[X] — R3, P+ (P(1), P'(1), P(0)).

1.
2.

Calculer I'image par f de chacun des vecteurs de la base canonique de Ry[X].
Montrer que f est linéaire.
Montrer que f est un isomorphisme.

Justifier qu’il existe un unique polynéome P de Rz[X] tel que P(1) = P’(1) =1 et P(0) = 0 puis le
déterminer.
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Exercice 5.
D’aprées EDHEC 2011

On désigne par E l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2 et on note 5

la base (eg, e1,e2) de E, oil pour tout réel ¥, on a : eq (z) =1, e1 (z) = = et ep (x) = 2.

On considére 'application, notée f, qui a toute fonction polynémiale P appartenant a E associe la fonction
polyndémiale ) définie par :

Vz €R, Q(z)=2zP (z) — (2> — 1) P ().

1. (a) Montrer que f est une application linéaire.
(b) Montrer que f est un endomorphisme de E.

(c) Ecrire f(eg), f(e1) et f(es) comme des combinaisons linéaires de eg, e; et ez, puis en déduire
la matrice A de f dans la base B.

2. (a) Vérifier que Im f = Vect (e1, €9 + e2) et donner la dimension de Im f.
(b) Déterminer Ker f.

Exercice 6.
Soit u ’application linéaire qui & un polynéme P € R[X] associe @ tel que :

Ve eR, Q(z)=P(2r+1)—2zP'(1—1x)
1. Démontrer que u est linéaire. Dorénavant, on note f la restriction de u & Ry[X].
Démontrer que f est un endomorphisme de Ry[X].
Déterminer le noyau de f : on en donnera une base et la dimension.

Déterminer 'image de f : on en donnera une base et la dimension.

ook N

f est-elle un automorphisme de Ro[X]?

Exercice 7. .
/ _ J— —_ =
T=z—-2y—3z

Soit f ’'endomorphisme de R? qui & (z,v, 2) associe (z/,9',2') ot { ¢’ = —2x + 4y + %z
2 =3z — 6y —4z

1. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique B = (e, €3, €3).

2. On note ¢} = (2,1,0), e = (4,0,3) et e5 = (1,-2,3).
Montrer que B’ = (e}, €}, €4) est une base de R3.

3. Ecrire la matrice A’ de f dans la base B'.
4. Utiliser A’ pour :

(a) Déterminer Ker(f) et Im(f).
(b) Déterminer si f — Id est un isomorphisme. Que vaut Ker(f — Id), Im(f — Id)?
(c) Déterminer f o f

Exercice 8.
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (4, j, k).

-4 -6 0
Soit A= 3 5 0] la matrice de 'endomorphisme f dans la base B.
3 6 5

1. On note@'sz—j,U:Z—f—&—lg,w':E.
Déterminer (@), f(7), f(&).

Montrer que B’ = (4, ¥, W) est une base de E notée B'. Ecrire P = Pg .
Ecrire la matrice D de f dans la base B’.

Rappeler I'expression reliant A, D, P et P~!. Calculer A™.

RNl B o

Justifier que f est un automorphisme de E et donner la matrice de f~! dans la base B.
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Exercice 9.

D’aprés EDHEC 1998

E désigne un espace vectoriel sur R, rapporté a une base B = (ej, es, e3).
Pour tout réel a, on considére ’endomorphisme f, de F défini par :

fale2) =0 et faler) = fales) =a e +ex—aes

1. (a) Déterminer une base de Im f,.

(b) Montrer qu’une base de ker f, est (e2, e; — e3).
2. Ecrire la matrice A de f, dans B et calculer A2. En déduire sans calcul f, o f,
3. On pose €] = fo(e1) ehb=e; —e3 e5=e;3

(a) Montrer que (¢}, €5, €4) est une base de E.

(b) Donner la matrice A’ de f, dans cette base.

(c) Ecrire la matrice P de passage de B a B’ .Donner la formule reliant A, A’ et P.

Exercice 10.
Soit B = (i, j, k) une base de R3.
On considére 'endomorphisme f de R? défini par f (Z) =k, f (;) —ietf (k)

j.
1. Déterminer f3. Donner un polynéme annulateur de f

2. En déduire que f est bijectif et déterminer f~1.

3. Déterminer le noyau de 'endomorphisme g de R? défini par g = f — f2.

4. Déterminer Im(g).

Exercice 11.

Soit E = {(un)nen; ¥n € N, tpi2 = 2upt1 + 3uy, b Nous allons prouver la formule explicite des suites
récurrentes vérifiant cette relation de récurrence.

E = R?

Pour cela, on introduit ¢ : (W) — (uo,u)
n 0, 41

1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RY, espace vectoriel des suites numériques.
2) Montrer que ¢ est une application linéaire. Déterminer ker(¢).
3) Justifier que ¢ est surjective.
4) En déduire dim(FE).

5) Déterminer ry, 79 € R tels que les suites (r}"), (%) constituent une famille libre de E. En déduire
Pexpression générale de w,, en fonction de n, pour (u,) € E.

Exercice 12.
On se place dans l'ensemble des suites réelles RY. Soit ® ’endomorphisme de RY défini par :

q)((un)nEN) = (unJrl)nEN
1. Montrer que ® est bien un endomorphisme de RY.
2. Déterminer ker ®. ® est-elle injective 7

Pour tout k € N, déterminer ker ®*.

- W

Montrer que ® est surjective.

5. En déduire que RN n’est pas de dimension finie.
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Exercice 13.
Soit E = M,,(R) et t 'application de E dans R définie par :

VA = (aij)@,j)efim]z HA) = Zam‘
i=1

Remarque : t(A) est appelée la trace de la matrice A

1.

AN Sl

® X >

Calculer ¢(I,,).

Montrer que t est linéaire.

Calculer 'image de t, et en donner une base.

En déduire, dim(kert) ; puis déterminer une base de ker¢.
Montrer que pour tout A € E, t(*A) = t(A).

Montrer que, pour tout A, B € M, (R), t(AB) = t(BA).
En déduire que deux matrices semblables ont méme trace.

Soit A une matrice de M, (R) diagonalisable admettant \; < Ay < ...\, comme valeurs propres
distinctes. Exprimer ¢(A) en fonction des valeurs propres et des dimensions de sous-espaces propres
de A.

Exercice 14.
Dans tout I'exercice, N désigne un nombre entier supérieur ou égal a 1.

On note Ry [X] 'espace vectoriel formé des polynomes de degré inférieur ou égal & N et du polynome
nul; on désigne par Id lapplication identique de Ry [X] dans Ry [X].

. Soit @ un nombre réel non nul et P un élément de Ry [X].

Justifier que P(aX 4 1 — a) (c’est-a-dire la fonction de R dans R :x — P(az + 1 — a)) est un
polynéme de méme degré que P.

Dans toute la suite de ’exercice, pour tout réel a non nul, on note f, I’application
de Ry[X] dans Ry[X] qui & un polynéme P associe le polynéome P(ax + 1 — a)

. Justifier que f, est un isomorphisme de Ry[X].

Soient a et b des nombres réels non nuls.

(a) Déterminer la composée f; o f, de f, par fp.
(b) Préciser la bijection réciproque de f,, notée (f,)~' .

(c) On pose : (f,)? = Id et, pour tout entier naturel n : (f,)" ! = (f,)" o fa.
Démontrer que, pour tout entier naturel n : (f3)" = fon.

. Pour tout réel a non nul, on note M, la matrice de f, dans la base canonique (1,X,...,X") de

Ry[X].

(a) Expliciter M, dans le cas N = 3.
Dans le cas général, donner le coefficient de la (i 4+ 1)-iéme ligne et (j + 1)-iéme colonne de M,
(i et j entiers compris au sens large entre 0 et N).

(b) n désignant un entier naturel, justifier Pégalité : (M,)™ = Myn.
Ce résultat reste-t-il valable si n est un entier négatif ?

. Préciser I’ensemble des valeurs propres de f, .

Pour tout entier k& compris au sens large entre 0 et N, calculer f, (X —1)¥).
L’endomorphisme f, est-il diagonalisable ?
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Exercice 15.

1. Noyaux et images itérés : Soit E un espace vectoriel et u € L(F). Montrer :

(a) keru C keru?, puis : Vn € N, ker u™ C keru+1 .

(b) Imu? C Imu, puis Vn € N, Imu"™ C Imu™ .

2. Soit E un espace vectoriel et f et g € L(E). Montrer :

gof=0<Imf Ckerg

3. Soit E un espace vectoriel et f et g € L(E) . Montrer :

kergo f =ker f < Im f Nker g = {0}

Exercice 16.

Noyaux et images itérés (suite).

Soit w un endomorphisme d’un espace vectoriel E.

On suppose qu'il existe un entier naturel ng tel que ker u™ ! = keru™. Montrer que ker u* = ker u™
pour tout k > ng.

Exercice 17.
Endomorphisme nilpotents.

1. Un exemple d’utilisation des noyaux itérés : soit u un endomorphisme de R?, nilpotent d’indice k
(i.e. il existe k € N* tel que u*~! £ 0 et u* =0.).
On souhaite prouver par 'absurde que k& < 3.
Pour cela, on suppose que k > 3 :

(a) En effectuant un raisonnement par ’absurde, prouver qu’un endomorphisme nilpotent n’est pas
bijectif et en déduire une propriété sur dim ker u.
(b) Déterminer I'image et le noyau de la fonction nulle de R®. En déduire dim(ker u*)).

(c) A l'aide des noyaux itérés vus a l'exercice précédent, démontrer par I'absurde que ker u # ker u?
et ker u? # keru? .

(d) En considérant la dimension des noyaux ci-dessus, montrer que u® = 0 . Conclure.

2. Cas particulier d’un endomorphisme de R3, nilpotent d’indice 3 : soit u un endomorphisme nilpotent
vérifiant u? # 0 et u® = 0.

(a) Justifier quil existe = € R3 tel que = ¢ ker u?.

(b) Justifier que B = (z, u(z),u?(z)) est une base de R3.
) Déterminer la matrice N de u dans la base B.
)

(c

(d) Démontrer que Im u? = ker u.



