ECE 2 - Mathématiques
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau Couples et suites de variables aléatoires

Correction du TD 6

Exercice 1.
La loi conjointe du couple (X,Y") est donnée par :

Y
X 1 2 3
1 D 0 D
2 D 0 D
3 0 2p 0

1. S’il s’agit bien d'une loi de couple, alors la famille ([(X =) N (Y =j)]);<; ;<5 est un systéme
complet d’événements donc o

1
Y O P(X=i)n(Y =j)]=1<=p+0+p+p+0+p+0+2p+0=1<=6p=1<=>p= c
1<i,j<3

Réciproquement, si p = 1/6, il s’agit bien d’une loi de couple car toutes les probabilités sont
positives et leur somme fait 1.

2. Commencons par la loi de X : on sait que
X(©) ={1;2;3}

puis on calcule les probabilités une par une (car il n’y a que quelques valeurs, et aucun cas général) ;
pour une loi marginale, on applique les probabilités totales avec le sce de 'autre variable :

D’aprés les probabilités totales avec le systéme complet d’événements [(Y = 1),(Y = 2), (Y = 3)]
on a:

donc

P(X = 2) = P(IX = 2Jn[Y = 1))+P([X = 2]n[Y = 2)+P(X = 2N[Y = 3]) = p+0+p = 2p — %

P(X =3) = P([X = 3)n[Y = 1))+ P([X = 3)N[Y = 2))+P([X = 3N[Y = 3]) = 04+2p+0 = 2p = é

Passons 4 laloide Y :
Y(Q) = {152;3}

et d’aprés les probabilités totales avec le systéme complet d’événements [(X = 1), (X = 2), (X = 3)]
ona:

P(Y =1) = P(IX = 1]N[Y = 1))+ P([X = 2]n[Y = 1))+ P([X = 3]n[Y =1]) = p+p+0=2p = %
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(Y et X suivent donc la méme loi).

3. Comme on n’a pas calculé la covariance, on utilise la définition. S’il y en a un, on utilise un cas
impossible de la loi du couple pour obtenir la non indépendance. Par exemple ici :

1
PX=1N[Y =2])=0 et P(X:l)P(Y:2):§7éO
donc X et Y ne sont pas indépendantes.

4. Comme ni X +Y ni sa variance n’est connu (pour utiliser la formule de V(X +Y)), et que X et
Y ne s’écrivent pas en fonction d’autres variables (pour utiliser la bilinéarité¢), on utilise la formule
de Koenig-Hughens :

cov(X,Y)=FE(XY)-EX)E(Y)

On calcule ces trois quantités :

— Comme la loi de XY n’est pas connue et que la linéarité ne s’applique pas, on calcule E(XY)
par théoréme de transfert :

3 3
E(XY) = Y > ixjxP(X=dn[y =j])
i=1j=1
= IXxp+2x04+3xp+2xp+4x04+6xp+3x0+6x2p+9x0

= p+3p+2p+6p+12p=24p =4.
— Comme les lois de X et Y sont connues, on utilise la définition :
EX)=1x2p+2x2p+3x2p=2p+4dp+6p=12p=2=E(Y)

car X et Y suivent la méme loi.

Enfin on en déduit que :
cov(X,Y)=4-2x%x2=0.

5. Comme I’événement dépend de deux variables aléatoires, on utilise les probabilités totales avec le
systéme complet d’événements de I'une des deux variables : ici les deux systémes complets sont
équivalents (chacun a trois événements) donc on choisit celui qu’on veut. Par exemple :

(X =1),(X =2),(X = 3)] est un systéme complet d’événements donc par formule des probabilités
totales :

P(X=Y) = P(X=1)N(X=Y)]+P[(X=2)N(X=Y)]+P[(X=3n(X=Y)
_ P[(X:1)0(Y:1)]+P[(X:2)Q(Y:2)]+P[(X:3)O(Y:3)}:P+0+0:p:%.

6. De méme (I’événement dépend de deux variables aléatoires), avec le systéme complet d’événements
(X =1),(X =2),(X = 3)] la formule des probabilités totales donne :

P(X <Y) PX<Y)=Pl(X=1)N(X<Y)]+P[(X=2)N(X <Y)]+P[(X=3)N(X<Y)

= P(X=1)nNX¥>]+P[(X=2)NnY >2)]+P[(X=3)N({ >3)]
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Ensuite les probabilités d’inégalités s’obtiennent en les écrivant comme réunion des valeurs qui
conviennent :

P(X<Y) = P[(X:Um((Y:Q)uY:?,ﬂ FP[(X =2)N(Y =3)] + P[(X =3)N0]
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Enfin par incompatibilité de la réunion on obtient :

1
P(X <Y)=P[(X =N = 2)]+P[(X = DN = 3)[+P[(X = 2)N(X = 3)] = 0+p+p=2p = 3.
7. On commence par donner Z() : ce sont les sommes de d’'un élément de {1;2;3} et d’un élément
de {1;2;3} donc
Z(Q) = {2:3;4;5}

Ensuite, une fois de plus, les probabilités d’événements avec deux variables aléatoires s’obtiennent
par probabilités totales avec le systéme complet de I'une des deux. Cependant on peut aussi décom-
poser I'événement "a la main" (on aurait aussi pu le faire dans les deux cas précédents) ce qu’on
va faire ici :

1

— (Z=3)=X+Y =3):si X =1 ilfaut Y =2;si X =2/ il faut Y = 1; si X = 3, clest
impossible donc :

P(Z =4) = P(X = DAY = 3)+P[(X =2)0(Y = [+ P(X = 9)n(Y = 1)] = pr0+0=p=¢.

— (Z=5)=(X+Y =5):si X =1, cest impossible; si X =2, il faut Y = 3; si X = 3, il faut
Y =2 donc :
(Z=5) = [(X=2)n (Y =3)]U[(X =3)N (Y =2)

et par incompatibilité de la réunion :

Exercice 2.

On dispose d’'un dé cubique classique équilibré et d’une piéce équilibrée.
On lance le dé et on observe son résultat :

Si celui-ci est un 6, on lance la piéce deux fois.

Dans tous les autres cas, on lance la piéce une seule fois.

On note X la variable aléatoire égale au résultat du dé.
On note Y la variable aléatoire égale au nombre de piles apparus au cours de cette expérience.

1. X suit la loi uniforme sur [1;6] donc :

62—1 35

C1+6 7 35
o o 12 127

E(X) 5 3 et V(X)=
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2. On commence par donner X () = [1;6] et Y(Q2) = {0; 1;2}.

On va justifier une valeur pour X = 6 qui est a part, puis une pour X =1 et une pour X = 2, en
changeant & chaque fois la valeur de Y pour varier :

— On note P; : "obtenir pile au iéme lancer de la piéce" , F; : "obtenir face au iéme lancer"
P[(X = 6)N(Y = 0)] = P(X = 6)P(x—g)(Y = 0) = P(X = 6)P(FiNFy) = P(X = 6)P(F,)P(F)

par indépendance des lancers de piéce donc :

P[(XZG)Q(Y:())]::éX%X%:i
PX =1)n (Y = 1)] = P(X = ) Pxoy (Y = 1) = P(X = )P(P) = £ x 5 = =

— (X =2)n (Y = 2) signifie qu'on a tiré un 2, donc lancé la piéce une fois pour obtenir deux
piles. C’est impossible donc :

(X=2)N(Y =2)=0 et P[X=2)N(Y=2)]=0.

On remplit ensuite sur le méme modéle le tableau :

X Yoo 1 2
1 = | & 0
2 = | & 0
3 = = 0
4 = | & 0
5 = & 0
6 3| 12|

et on explicite la seule valeur dont le calcul est un peu différente : (X = 6) N (Y = 1) signifie qu’on
a tiré un 6, donc lancé la piéce deux fois pour obtenir un pile. On peut donc décomposer selon le
tirage out on obtient Pile :

(XZG)Q(YIl):[(X:6)0P10F2]U[(X:6)0F10P2]

et par incompatibilité de la réunion et indépendance des 3 tirages :
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1

P(X=6)N(Y =1)] = =X = X =+ = X =X == — f — = = = —
I )0 =57 st > s~ utu =~ 1

3. On a vu que Y () = {0;1;2} et on obtient les probabilités d’une loi marginale par probabilités
totales avec le sce de ’autre variable :

(X = E)keq;6] est un systéme complet d’événements donc :

11 11 1
P(Y=0)=) P(X=KNE¥=0]=) ©+5=50x5+=5
k=1 k=1
De méme
o 6.1 11
P(Y=1)=> P[(X=k)N( ZE =3
k=1 k=1
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Enfin
6 5 1 1
DA =0 =2] =3 0+ 5= o

4. On utilise un 0 de la loi du couple :

donc X et Y ne sont pas indépendantes.

5. On ne connait pas X + Y ni sa variance, et X et Y ne s’écrivent pas en fonction d’autres variables.
On utilise donc la formule de Koenig-Huyghens :

cov(X,Y)=E(XY)- EX)E®Y).
On calcule ces trois quantités :

— Comme la loi de XY n’est pas connue et que la linéarité ne s’applique pas, on calcule E(XY)
par théoréme de transfert :

E(XY) kExjx P(X=kN[Y =j])

[
NE
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Z X jx P([X =kN[Y =4])+0

1 1 1
= 11X —=4+2x0+2x —4+4x0+3x —+

12 12 12
6x0+4x ! +8x 045X L +10x 046 x L +12 x !
12 12 12 24
1+2+34+4+5 15 12 27
12 12 12 12

— On a déja vu que E(X) = I, enfin comme on connait la loi de Y on utilise la définition :

11 1 1 6+1 7
E(Y)=0x = +1x = +2x
V) =0x gyt Ixg+ x5 =3 ~ 15

Enfin on en déduit que :

2
cov(X,Y) = Tg—gx

75

12 24°

Exercice 3. : loi d’un deuxiéme temps d’attente
On lance un dé indéfiniment ; X est le nombre de lancers nécessaires pour obtenir le premier "6".
Z est le nombre de lancers nécessaires pour obtenir deux "6".

1. Méthode 1 : loi du deuxiéme temps d’attente obtenue comme loi marginale

(a) Tout d’abord X (£2) = [1; +oo[ et Z(§2) = [2; +oc] puis on cherche les probabilités, pour k et j
fixés, de (X = k)N (Z = 7).

(X = k)N (Z = j) signifie que le premier "6" arrive au lancer n°k et le second au lancer j. On
remarque donc, en posant A; : "on obtient un "6" au lancer n°i", que :

— Si j <k, c’est impossible (le 2e ne peut arriver avant ou en méme temps que le premier) :
(X=kNn(Z=4)=0 donc P[(X=knN(Z=j)]=0.

— Sij>k,ona:

(X=knNZ=j)=Ain--NA_1NANA1N---NA_1NA,

donc par indépendance des lancers :

P(X = k)N (Z = j)] = (2>k_1 x o x (z)j_l_(km+1 x o= (2)j_2 (é)Q
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(b) On a vu que Z(Q) = [2;4+o00[, et on obtient les lois marginales par probabilités totales avec le
sce de l'autre variable :

(X = F)re[1400 €5t un systéme complet d’événements donc les probabilités totales donnent,
pour tout j fixé de [2;4o00] :

+oo
P(Y =j)=) PI(X=kn({ =)
k=1

Comme on a deux formules pour cette probabilité, il faut séparer la somme en deux parties pour
pouvoir remplacer : la premiére formule concerne les (k, j) tels que j < k <= k > j donc :

j—1 +oo j—1 5 j—2 1 2 +4oo
PY=j) = Y P(X=k)N¥ =)+) P(X=kN¥ =)= <6> <6> +Y°0
k k=j

k=1 k=j =1

j—1

R E ) e
RIOMOF

2. Méthode 2 : loi du deuxiéme temps d’attente comme somme de temps d’attentes On
note Y le nombre de lancers nécessaires, aprés I'obtention du premier "6", pour obtenir le deuxiéme
116”'

(a) Comme les lancers qui définissent ¥ ne commencent qu’aprés ceux qui ont défini X et par
indépendance mutuelle des lancers, X et Y sont indépendantes.
De plus X et Y on pour support [1; +o00[, et comptent chacune le rang du premier succés dans
une succession illimitée de tirages identiques et indépendants.

De plus dans les deux cas, pour un tirage, le succés est "obtenir un 6", de probabilité % : elles
suivent donc toutes les deux la loi géométrique de paramétre %.

(b) A la lecture de I’énoncé, il vient immédiatement Z = X +Y (le nombre total de lancers pour
obtenir 2 succés est égal au nombre pour obtenir le premier auquel on ajoute le nombre, & partir
de 14, pour obtenir le second).

On retrouve alors que Z () = [2; +o0] puis avec les probabilités totales avec le sce (X = j) en-
(lévénement dépend de deux variables aléatoires), pour tout k € [2; 4+00] fixé on a :

+o0 too
P(Z:k):P(X+Y=k)=ZP[(X:j)m(X+Y:k)]=ZP[(X=j)m(Y:k—j)]

puis par indépendance de X et Y :

400 400 j—1
P(Z:k):ZP(X:j)P(Y:k—j):Z% X (2) P(Y =k —j).

j=1

La formule de la loi de Y est alors valable pour k — j > 1 <= j < k — 1, sinon la probabilité
est nulle car k — 5 <0 :

k—1 j—1 k—j—1 +oo i—1
1 (5Y’ 1 (5\""’ 1 (5Y’
P(Z=k) = 6X<6> ><6><<6> +E 6X(6> x 0
; =

et enfin en rassemblant les puissances puis en remarquant que la quantité sommeée ne dépend

plus de j : e ko o b
pe=n=3(5) < (5) =en(e) <)
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Exercice 4.

Soit un dé équilibré comprenant 1 face blanche et 5 faces rouges. On lance ce dé indéfiniment et on s’inté-
resse aux longueurs des séries de B ou R : par exemple, si les lancers donnent les résultats BBRRRRRRBBBRR...
alors la premiére série (BB) est de longueur 2 et la deuxiéme série (RRRRRR) est de longueur 6.
Soient X7 et X les variables aléatoires égales aux longueurs de la premiére et deuxiéme série.

1. On remarque en premier lieu que X;(2) = [1; +o0].

Ensuite pour calculer P(X; = k) pour k fixé, on décompose I’événement : pour avoir une premiére
série de taille k, il faut et il suffit de changer pour la premiére fois de résultat au k + 1-e tirage.
selon le résultat du premier lancer on obtient :

(Xlij)z[Blﬂ...BkﬂRk_H]U[Rlﬁ---ﬂRkﬁBk_H]

et par incompatibilité de la réunion et indépendance des tirages :

P(X, = k) = (é)k x4 <2>k x o

On s’intéresse alors a la convergence absolue et la valeur de la série :
+oo
> kP(Xy =k)
k=1

Comme tous les termes sont positifs, la convergence absolue est équivalente & la convergence.
Comme on veut la convergence et la valeur, on revient a la somme partielle puis on reconnait une
ou plusieurs séries usuelles, ou bien on calcule la somme par télescopage :
n n k n k n k—1 n k—1
1 5 5 1 5 1 5 5
kEP(X;1=k) = kl=) x= El=) x==— k| = — k| =
D kP(X1=F) D <6> 6+Z <6) 6 36Z (6> T 36 (6>
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

On reconnait deux séries géométriques dérivées de raison § et 2, avec |#| < |2| < 1 donc elles

convergent absolument. On en déduit que X; admet une espérance et :

2
E(Xl):£><#2+£x#2 LA .
B (1-5)° (-3

— X —

36 52 36 5 5

2. On a déja vu que X1(Q)[1; 4+o0[, et de méme on voit que Xo(€2) = [1; +oo[. On décompose alors,
pour k et j fixés :

(X7 = k)N (X = j) signifie qu’'on a une série de k tirages identiques, puis qu’on change pour une
série de j tirages identiques, et qu’on change & nouveau pour arréter la deuxiéme série. Selon le
résultat du premier tirage on a donc :

(X1 =k)N(X2 =j) = (BiN-- - NBrNR41N- - -NRp4;NBr4j+1)U(R1N- - -NRpNBiy1N- - -NBjg MRt j+1

donc par incompatibilité de la réunion et par indépendance des tirages :

R OL ERONOF

3. On a vu que X5(2) = [1;+o00], et de plus c’est une loi marginale donc on utilise les probabilités
totales avec le systéme complet d’événements (X = k)pepi;400] : POUr tout j € [1; +oo] fixé,

e mo==E ) @) i £ 6

k=1 k=1

THEOER

s
s
I
)
I
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4. Comme on n’a pas la covariance, on utilise la loi du couple : comme on n’a pas de 0 dans la loi, on
prend un événements "au hasard" (cela ne sert a rien de prendre le cas général puisque le résultat
a trouver est donner, il suffit donc d’un contre-exemple) : par exemple

5 25 30 5
P =N =1)= o+ =5 =

d’une part, alors que

5 5 5 251 10 2 5 52 5
P(X, = )P(Xy = 1) = | > + -~ | =2 X 2n =
(X1 =1)P(Xy =1) [36+36}X[6x30+36] 36 36 36 367 36

donc X7 et X5 ne sont pas indépendantes.

Exercice 5.

n boites sont numérotées de 1 & n. La boite n° k contient k£ boules numérotées de 1 a k.
On choisit au hasard une boite, puis une boule dans cette boite.

Soit X et Y les numéros de la boite et de la boule obtenus.

1. X suit la loi uniforme sur [1;n] donc X(2) = [1;n] et pour tout & € [1;n],

Pour la loi du couple, on donne d’abord X (Q) =Y (Q) = [1;n].

(Remarquer que k n’est pas une donnée du probléme donc Y (£2) ne peut valoir [1; k]! En fait Y
peut prendre toutes les valeurs de 1 a k, et ce pour chaque k allant de 1 & n donc au final elle peut
prendre toutes les valeurs de 1 a n.)

On calcule ensuite les probabilités. Pour tout (k,i) € [1;n]? on a, avec (X = k) qui a lieu avant
(Y =4):

PIX = k)N (Y =i)] = P(X = k) x Peiy(¥ =) = - Px_ig(V = ).

On cherche ensuite les probabilités conditionnelles : sachant (X = k), Y suit la loi uniforme sur
[1; k] donc pour tout i € [1;k] on a :

. 1
Pixoiy(Y =1i) = %
Attention, cette formule n’est valable que pour 1 < i < k; sinon la probabilité conditionnelle est
nulle donc : ) o
_ v o siiZk
PIX =k)n (Y =)= { 0 sinon

2. (X =Y) est un événement qui dépend de deux variables aléatoires, on applique les probabilités
totales avec le systéme complet (X = k)1<p<n :

n n

PX=Y)=> P(X=kNX=Y)]=) P(X=KnY =k]=)_ ! %Z%

nk
k=1 k=1 k=1 k=1

3. On a vu que Y (Q) = [1;n]. Ensuite, pour tout i € [1;n], les probabilités totales avec le systéme
complet (X = k)i1<p<p donnent :

n i—1 n n
1 1 1
PY =1i)= Pl(X = Y =4)] = = = -
(V=) =Y PIX =Ny =] =Y 043 — =~ 7
k=1 k=1 k=i k=i
Par suite avec la définition de 1’espérance :
EY)= p X — - == —
(¥) Zl % n~—k n k
i=1 k=1 i=1 k=i
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On échange l'ordre des sommes en remarquant que :
n n n k
i=1 k=i  1<i<k<n  k=11i=1

donc :

n n

1 | 1k(k+1 1 | - 1 ((n)(n+1 n+3
BY)="Y zz:nzkw:%[zmgllz%(”(;)m): .

k=1 i=1 k=1 k=1

T =

Exercice 6.
Un individu joue avec une piéce truquée, pour laquelle la porbabilité d’obtenir pile est p €]0;1], de la
fagon suivante :
-1l lance la piéce jusqu’a obtenir pile pour la premiére fois. On note IV la variable aléatoire égale au nombre
de lancers nécessaires.
- Si n lancers ont été nécessaires pour obtenir pour la premiére fois pile, alors il relance n fois sa piéce.
On appelle alors X le nombre de piles obtenu au cours de ces n lancers.
o0

On admet que +Zk (Z)x” = % et on pourra noter ¢ =1 — p.

n—=

1. D’abord N(Q2) = [1; 4o0].

De plus N compte le rang du premier succes ("obtenir Pile", de probabilité p) dans une succession
illimitée de tirages identiques et indépendants, donc N suit la loi géométrique de paramétre p.

2. D’abord X (y—p)(©2) = [0;n].
De plus sachant (N = n), X compte le nombre de succés ("obtenir pile", de probabilité p) dans une
succession de n tirages identiques et indépendants, donc X (n—p) suit la loi binomiale de parametres

n et p.

3. D’abord X (Q2) = N (n n’est pas une donnée de 1’énoncé, c’est la valeur de N qui peut prendre des
valeurs de 1 & l'infini!)

On veut la loi marginale d’un couple, on applique les probabilités totales avec le systéme complet
de lautre variable, (N = n)pen+ : pour tout k € N,

+00 too
P(X=k)=> P[(N=n)N(X=k)] =Y P(N=n)Py_n(X =k).

On utilise alors la loi conditionnelle de la question 2 : pour que la formule de la loi binomiale
s’applique, il faut avoir 0 < k < n donc n > k, sinon la probabilité est nulle. On a deux cas :

— Pour k£ = 0 la condition est toujours vraie, on obtient :

+o0 +o00 +00 2
AL _ _ _ 1 g q
PX=0=2_ 4 lp( >p0qnp " =pgt Y ()" =pg xgx = = :
( : nz::l 0 ;—:1 ;—:1( ) 1-¢* q1-q)(1+q) 1+4¢

— Pour k£ > 1 il faut commencer la somme ¢ k car les valeurs précédentes sont nulles :

+o00 too
_ n _ L n
P(X=k) =0+ ¢" 1p<k)p’“q” Fepftight Y (k) (@*)"
n=~k n=~k

On utilise la formule du binéme négatif admise dans 1’énoncé :

2k k+1 2k k+1 k—1 k—1
P(X = k) =pFtigF1x q _ b~ q __ b q __ 4
(1 =gkt g1 - (1 4+ @]t prH(1 4kt (14 gk+

4. On considére B et G deux VAR indépendantes suivant respectivement une loi de Bernoulli B(1, p’)
et une loi géométrique G(p').
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(a)

()

Comme B prend les valeurs 0 et 1, et G les valeurs de N*, BG prend la valeur 0 si B = 0 et
toutes les valeurs de N* si B = 1. On en déduit que :

(BG)(@) =N
puis comme G > 1, G # 0 donc :
(BG=0)=(B=0) e PBG=0)=PB=0)=1-7p.

Par probabilités totales avec le sce [(B = 0), (B = 1)] (on pouvait aussi traiter la probabilité
précédente avec ce sce), pour k > 1,

P(BG=k)=P([B=0|N[BG=k|)+P([B=1nN(BG=k|) =P+ P(B=1N[G=k])
et par indépendance de B et G :
P(BG =k)=P(B=1)P(G=k)=p¢*'p =p?¢* "

Pour que les lois soient les mémes , il faut que le supports soient les mémes (c’est le cas, N pour
les deux) puis que toutes les probabilités soient égales. Il faut donc :

q / / q 1+q—q 1
P(X=0)=PBG=0)<— —=1—-9p«<=9p' =1-— — — )
( ) ( ) 1+4 p p T+gq T+g 1+g

Vérifions alors que les autres valeurs sont égales : pour tout k£ > 1,

k—1 k—1
_ 1 1 1 (I+q¢-1)
P(BG =k — /2 tk—1 _ (1_ ) _
( ) ba (1+¢)? % 1+¢ (1+¢)? . (14 q)+1

qk—l
T W THEH

1

T les lois de BG et X sont les mémes.

donc lorsque p’ =
On en déduit qu’en posant p’ = %ﬂ, par indépendance de B et G :

E(X) = E(BG) = E(B)E(G) =p' x — = 1.

Exercice 7.

On admet que le nombre N de tétards issus des oeufs pondus en mars et avril d’'une année par les
grenouilles vertes d’un étang suit une loi de Poisson (si, si!) de paramétre A.

Ces tétards sont soumis & des prédateurs nombreux et voraces (poissons, larves de libellules...), et on admet
que chacun d’entre eux a la probabilité p, hélas trés faible, de parvenir & son développement complet, et
qu’ils se développent (ou sont dévorés) de fagon indépendante.

On note X le nombre de tétards qui parviennent a leur développement complet et se transforment ainsi
a lautomne en une mignonne petite grenouille verte d’environ 2cm de long, et Y le nombre de ceux qui
meurent avant. On a ainsi, N = X + Y.

1. — Si i > k, comme il ne peut y avoir plus de grenouilles a la fin que de tétards au début,

— Sii <k, Xny—i suit une loi binomiale de parameétres k et p, donc :

. K\ i ki
Pin=p)(X =1) = ( )p g

1

2. D’abord X (2) = N car n peut prendre toutes les valeurs de 0 & I'infini.

De plus (loi marginale d’un couple), avec le sce (N = k)en, pour tout i € Non a :

10
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Or (N = k) a lieu avant (X = i), puis on sépare en deux sommes pour faire apparaitre les deux
cas pour la probabilité conditionnelle :

izl = XNk (KN k—i
k=0 k=i k=i
e gf Nrght Ko ple (I
- ! 1k —) [ ]
—~ k il(k —1) o= gt
_ pNe? ff M) _ pAe? \, _ (Ap)teti
il = 4! il 0!
_ OpteTh (p)en
N ! N i

et X suit bien la loi de Poisson de paramétre Ap.

3. En appliquant le résultat de la question 2 a p’ = ¢ = 1 — p et par symétrie du probléme, Y suit la
loi de Poisson de paramétre \g = A(1 — p).

4. On sait que N = X + Y, on peut alors écrire Y en fonction de N et X pour utiliser la question 1 :

P(X =i)n(Y =j)l = P(X =i N[N =X =j]) = P(X =i N[N =i+ j])

. . . L AfemA e AT
P([X:Z]H[YZJD:P(N:Z+J)P(N—i+j)(X:Z):MX( i )pq !

On décompose le coefficient binomial en factorielles pour simplifier :

AHeplgd  (i+5)!  NHe ply
(i+)) il il

PIX =Ny =j)) =

5. On n’ a pas la covariance ; comme on ne connait pas le résultat et qu’on a des formules générales,
on peut utiliser la définition sur la formule générale : on vien de calculer P([X =i N[Y = j]) et :

POX )Py —j) — QY Qe NTp@enn N Tpge vty

il 4! ilj! N ilj!

Aitlpigieh _ ‘
= T =P([X =dn[Y =j])

donc X et Y sont indépendantes.

Exercice 8.

Un secrétaire envoie un courrier nécessitant une réponse a n contacts (n > 2). On admet que les contacts
répondent & tout message de fagon indépendante et avec la probabilité p, (p €]0, 1[). On note X le nombre
de réponses regues. La secrétaire envoie alors un message de rappel aux n — X contacts qui n’ont pas
répondu. On note Y le nombre de réponses a ce deuxiéme message et Z = X + Y le nombre total de
réponses.

1. D’abord X (Q2) = 0;n].

De plus X compte le nombre de succés ("obtenir une réponse", de probabilité p) dans une succession
de n épreuves identiques et indépendantes, donc X < B(n,p) et :

EX)=np et V(X)=np(l-p).

11
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2. Z est le nombre de contacts qui ont répondu & la fin : il peut y en avoir entre 0 et n :
Z(€) = [0;n]

De plus on peut remarquer que Z = 0 signifie qu’aucun contact n’a répondu lors des deux tentatives
donc :
(Z=0)=[(X=0)n(Y=0)] et P(Z=0)=PX=0)Px=p(Y =0)

Or sachant (X = 0), Y compte le nombre de succés ("obtenir une réponse", de probabilité p) dans
une succession de n épreuves identiques et indépendantes, donc Y x—g) < B(n,p) et :

(Z = 1) signifie qu’on a eu une réponse sur les deux tentatives, qui peut avoir lieu a la premiére ou
a la seconde donc :

Par incompatibilité de la réunion et probabilités composées on obtient :

P(Z = 1) = P(X = O)P(Xzo)(y = 1)+P(X = I)P(le)(y = 0) = an (T)pqnl‘i’(gl

)pqnlp(x=1)(y =0).
Or sachant (X = 1), Y compte le nombre de succés ("obtenir une réponse"”, de probabilité p) dans
une succession de n — 1 épreuves identiques et indépendantes, donc Y x—g1) = B(n —1,p) et :

2n—1

P(Z=1) =npg™ " +npg" " x ¢" 71 = npg®" " + npg*"?

=npg®"%(1+ q).

3. Sachant (X =), Y compte le nombre de succes ("obtenir une réponse", de probabilité p) dans une
succession de n — i épreuves identiques et indépendantes, donc Y x—;) < B(n —4,p) et pour tout
je0;n—1i]:

, N=\ o i
P(X—z‘)(YZJ):< j >ij 7.

4. Pour tout k € [0;n], (Z =k) = (X +Y = k) dépend de deux variables aléatoires; on applique les
probabilités totales avec le systéme complet d’événements (X =), on a :

P(Z:k:):ZP[(X:z’)ﬁ(X—i—Y:k:)]:ZP[(X:i)ﬂ(Y:k—i)].

Or pour tout ¢ > k + 1, on remarque que Y = k — i est impossible car k —i < k— (k+1) = —1 est
négatif, donc Y ne peut prendre cette valeur. On en déduit que :

k k
P(Z=k) = > P[(X=i)n(Y =k—i) ZP(Z) S P[(X =i)n (Y =k—i) Zo
=0 i=k+1 1=0 i=k+1
k
= Y Pl(X=9n(Y =k—1i)
=0

5. Vérifions I'égalité demandée :

(T;) (ZT) - i!(nn! N k= i)![(r(zn_i)i>! e z;‘(n 0!

d’une part, et d’autre part

(Z) (f) - k!(nni e z‘!(kki N (o k:)!TzL'i(k )

donc ces quantités sont bien égales. Pour la loi de z, on a déja vu que Z(Q2) = [0;n], on calcule
pour tout k € [0;n] :

k k

k .
PUZ=1) = Y- PICC= (Y = k-] = 30 POE =P = ki) = 3 () alar= (2 )ttt

=0 =0 =0
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On remplace les produit de coefficients binomiaux & l'aide de 1’égalité prouvée juste avant, on
obtient :

== 5 () ()= (e (et (e (i

On fait apparaitre une formule du binéme de Newton en multipliant par 1¥~% = 1 dans la somme
(astuce a retenir!) :

P(Z = k)

|
PR
> 3
N

S|

k 2n—k —1 1kz_ ankl —1\k
q Z() kpq (1+¢7"

Il reste & prouver que g2 =1 — p(1 + q) : en effet (on par de la droite, plus compliquée) :
l-pl+q)=1-(1-q)(l+q)=1-(1-¢)=¢

et en posant p’ = p(1 + ¢) on obtient finalement :

donc Z < B(n,p’) = B(n,p[l + q]).

Exercice 9. : loi du min, loi du max

Soit p €]0,1[et ¢ =1—1p

On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P), indé-
pendantes, et suivant toutes les deux la méme loi géométrique de paramétre p.

1. La fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte s’obtient en sommant les probabilités
de la loi, en écrivant I'inégalité comme une réunion d’égalités :

(X <k = Jx =1)

et comme la réunion est incompatible,

k k k—1
: i— j 1—qk
P(X<k)=> P(X=i)=) ¢ 'p=p) ¢ =px g =1-q"
i=1 i=1 j=0

Ensuite on remarque que
(X >k)=(X<k) donc P(X>k)=1-PX<k)=1-(1-¢") ="

2. On note Z = sup(X,Y).

(a) On remarque que pour tout k¥ € Non a :
(Z <k)=[sup(X,Y) <k = (X <k)N (Y <k)

car pour que la plus grande des deux valeurs soit inférieure ou égale a k, il faut et il suffit que
les deux le soient. On en déduit par indépendance de X et Y que :

P(Z<k)=P(X <k)P(Y <k)=[P(X <k)]?=(1-¢">?

13



ECE 2 - Mathématiques
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau Couples et suites de variables aléatoires

(b) Comme aucune formule de probabilités avec un — n’est au programme, on réécrit cette égalité
sous la forme :

P(Z=k)=P(Z<k)—P(Z<k—-1)<=PZ<k)=P(Z=k +P(Z<k-1)
Or on sait que Z est une variable discréte, donc :
(Z<k)=Z=kU(Z<k)=Z=khU(Z<k-1)
et par incompatibilité de la réunion,
PZ<k)=P(Z=k)+P(Z<k-1) donc P(Z=k)=P(Z<k)—P(Z<k-1).
(¢) On ne déduit que pour tout k € N* on a :

P(Z=k) = P(Z<k)-P(Z<k-1)=(1-¢")P-(1-¢"")P=0-¢"+1-¢""1-¢" -1+

= ¢ N -F) =0 -92 - .

3. On note T =inf(X,Y).

(a) On remarque que pour tout kK € Non a :
(T>k) =f(X,Y)>kl=X>k)N{Y >k)

car pour que la plus petite des deux valeurs soit supérieure a k, il faut et il suffit que les deux
le soient. On en déduit par indépendance de X et Y que :

P(T >k)=P(X >k)P(Y > k) =[P(X > k)]? = ¢*
(b) On va chercher a écrire (T = k) avec les événements (7' > i) : on remarque :
T>kUT=k=T>k=T>k-1)
donc par incompatibilité de la réunion :
PT>k)+PT=k)=P(T>k—-1) donc PT=k)=PT>k—-1)—P(T>k)
On utilise alors la formule de la question précédente : pour tout k € N*|
P(T=k) = PrD gk 2R 2k 2k=201 2y

(¢) D’abord T(Q2) = N*| et la question appelle clairement a reconnaitre une loi usuelle ; on fait donc
apparaitre une loi géométrique (la seule possible avec ce support) : pour tout k € N*,

P(T=k)=(*)""1-¢%

et on reconnait bien la loi géométrique de paramétre 1 — g2.

Exercice 10.
Soit n > 0; on considére n personnes qui se répartissent au hasard dans trois hotels Hy, Hy et Hs.
Pour tout ¢ € [1; 3], on note X; la variable aléatoire égale au nombre de personnes ayant choisi ’hotel H;.

1. Déterminer la loi des trois variables aléatoires X7, Xo et X3, leurs espérances et leurs variances.
2. Déterminer la loi de X; + X5, son espérance et sa variance.

3. Calculer la covariance de X7 et X5 puis leur coefficient de corrélation linéaire.

1. D’abord X;(€2) = [0;n], donc on teste la loi binomiale.

Chaque personne a une probabilité % de se rendre dans I’hotel ¢, donc X; compte le nombre de succés
("Aller dans I’hotel ¢") dans une succession de n épreuves de Bernouilli identiques et indépendantes,
et X; — B (n, %) Enfin
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2. X; + X5 compte le nombre de personnes dans les hotels Hy et Hy, donc (X + X2)(2) = [0;n].

Chaque personne a une probabilité % de se rendre dans I'un des deux hétels H; et Hs, donc on

compte le nombre de succés dans une succession de n épreuves de Bernouilli indépendantes et de
parameétre %, et X1 +Xo— B (%) Enfin

2n 2n
E(X1 +X2) = ? et V(Xl +X2) = ?

Autre méthode : on écrit (X7 + X5)(Q) = [0;n], puis X; + X3 =n — X3, donc

rewsx=n-res -0 (") (5) () - () (6) G

et on reconnait B (n, %)

3. Aucune chance ici de calculer E(XY) par le théoréme de transfert. On passe par la formule de

V(X1 + X2) = V(X1) + V(X2) + 2cov(X1, X2).

D’ou
X +X)-V(X)) - V(X 1/2 2 2
cov(Xl,XQ):V( L+ Xp) — V(X)) — V( 2):, ano_oam oany o n
2 2\ 9 9 9 9
Enfin . X
p(XlaXQ):* 9 = ——.
2n y 2n 2
9 ]

Exercice 11.
Soit (X;);>1 une suite de v.a.r. de Bernoulli mutuellement indépendantes, de méme paramétre p.
Pour tout ¢ € N*, on pose V; = X; X;41.

1. Les variables X; et X, ;1 ne prennent que les valeurs 0 et 1, donc leur produit Y; ne peut valoir que
Ooul:Y;(Q2) ={0;1}.

On en déduit que Y; suit une loi de Bernouilli, il reste & déterminer son paramétre P(Y; = 1). Or
pour obtenir X; X, = 1, il faut que les deux soient égales a 1 (si I'une des deux vaut 0, le produit
vaudra automatiquement 0) donc par indépendances des (X;) :

Yi=)=Xi=)N(Xip1=1) et PY;=1)=P(X; =1)P(Xip1 =1) =p’.
On obtient donc que Y; suit la loi de Bernouilli de paramétre p2.

Lorsque |i — j| > 2, donc j ¢ {i — 1;i + 1}, les variables sont indépendantes par lemme des coa-
litions, avec Y; qui ne dépend que de X; et X; 41, et Y3, que de X; et X, distinctes de X; et X;4.

On s’intéresse enfin a I'indépendance de Y; et Y;41 : on cherche par exemple P([Y; = 1]N[Y;4+1 = 1]) :
Yi=D)Nipn=1) =X =)N(Xiy1 =1)N(Xip2 =1)

donc par indépendances des Xj,

P(Y; = )N(Yip1 = 1)] = P(X; = 1)P(Xj1 = 1)P(Xiy2 =2) =p° et P(Y;=1)P(Yi1, =1) =p"

donc Y; et Y; 1 ne sont pas indépendantes.

2. Pour 'espérance, la linéarité est toujours valable donc on obtient sans difficultés :

n n

E(S,) =Y EX) =Y _p*=np”.

i=1 i=1
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Par contre la formule "simple" de la variance de la somme n’est valable que lorsque les variables
sont indépendantes, ce qui n’est pas le cas ici. On doit donc écrire :

—V(iﬁ-) ZV +chov (Y, Y5).

i=1 i#£j

Or la covariance de Y; et Y est nulle dés que j ¢ {¢ —1;7+ 1} donc :
n—1
Zp 1—p°) +cov(Y1,Ys) + Z [COV(YQ7 Yi—1) + cov(Ys, Yz’+1)] + cov(Yy, Yu_1).
i=2
Calculons la covariance de (Y;, Y; 1) : par théoréme de transfert
E(Y:Yiq1) =Y Y kxIxP(Yi=kN[Yig1 =1]) =0+0+0+1x P([Y; = 1] N [Viyy = 1]) = p°.

On en déduit que
cov(Y;, Yi1) = E(YiYip1) = BY)E(Yin) =p° —p* =p’(1 - p) = p’q.
En remplacant ¢ par ¢ — 1 et par symétrie de la covariance on en déduit que

cov(Y;, Y1) = cov(Yi—1,Y;) = p’q

puis
n—1

V(S,) = np*(1—p)(1+p)+p%0+ > 20°q+p°q = np*q(1+p) + 2(n — D)p’q = p*q[n(1 + p) + 2(n — 1)p]
1=2

= p’q[n(1+3p) —2p|.
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