ECE 2 - Mathématiques
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau Intégration sur un segment

TD 7 : correction

I. Calculs d’intégrales

Exercice 1.

1. Par linéarité de l'intégrale puis en faisant apparaitre des intégrales usuelles :

4

/14 (; + l\%) dx [In(|z])]] + /143;3/2 dz = In(4) — In(1) + {‘"”_11//22] 1

1 1 1
2In2 - 2| —— — | =2In2—-2(—=| =2In2+1.
(\/1 \ﬁ) ( 2)

2. On reconnait la forme u’e* & une constante prés, qu’on transforme : comme la dérivée de —x° est
—5x?,

1 1
2 2 511 2 2 1 2(e—1
/ 22t du = —f/ (—5x4e_7”5) de = —— [e‘x } =—— (e_1 — eo) =—-(1—--)= (e )
0 5 0 5 0 5 5 € 5e

3. Onpose v/ (t) = (L —t)" et v(t) =t
{_gynt1
Alors u(t) = —% et v'(t) = 1.
u et v sont de classe C'* sur [0, 1], par I.P.P. on obtient donc :

1 1
1 1 1 1 —¢)"+2 1

/ t(1—t)"dt = —7[t(1—t)"+1}+7/ (1—t)"Ttdt = [—( ) b=

0 n+1 n+1J, n+1 n+ 2 (n+1)(n+2)
4. Comme la dérivée de u = 3x + 1 est 3, on transforme :

¢ 1/ 1[Bz+1)¥27" 1 2 2
/ V3r +1de = f/ 33z +1)Y? do = = Ger PP 12 ((3t+ 1)3/2 — 13/2) =S (Bt+1)VBt+1-1)
o 3 Jo 3 3/2 |, 3 3 9

5. Comme la dérivée de v = 5 4 u? est 3u?, on transforme :

boqy? 1 [ 3u? 1 sl 1 1. (6
—du= - du= = [In(|5+u%)] = -(In6—-In5)=-In| - |.
/05+u3 “ 3/0 5o Q=3 (5 +u)]y =306 —In5) 3“(5)

6. De méme la dérivée de 5 + u> est 3u?, donc :

1 2 1 3y_171
1 , 1 1/1 1 1 5-— 1

/7“ du:f/ 3u2(5 4 u?) "2 du = = Gru)7 L1y 1 56 1
o (5+ud)? 3 Jo 3 -1 |, 3\6 5 37730 90

7. Une fois de plus la dérivée de 5 + u? est 3u?, donc :

1/013u2(5+u3)_1/2 du— 2 {(5+u3)1/2]; _ ; (V6-v5).

1 2
u
——— du=
/0 /5T s 3 3 1/2

8. On remarque qu’avec u = Inz, on a v’ = % donc on reconnait la forme u'u :

e e 27¢ 2 2
/ Inz dx:/ llnx dp — [(lnw) } _ (Ine) (In1) _ 1
1 T 1 T 2 1 2 2




ECE 2 - Mathématiques
Mme Marcelin - Lycée Clemenceau Intégration sur un segment

9. On applique la linéarité de 'intégrale, puis on reconnait une forme usuelle d'IPP (car la dérivée de
Int n’est pas, & une constante prés, t?) :

/(1—t2lnt)dt:/ dt—/ t21ntdt:z—1—/ t?1Int dt.
1 1 0 1

Calculons alors flm t2Int dt : en posant

t3
=Int t = —
u=lnt et v=7
qui sont de classe C! sur [1;2] (ou [z;1]) avec
1
u'=- et v =t
t

une intégration par parties donne :

v T A 3 1 1 [° 3 137" 1
/ t?Intdt = | = Int —/ fx—dt:x—lnx—flnl—f/ Pdt=" Iz |= :gc—lnx—f(x?’—l).
1 3 . J1t 3 3 3 3/ 3 1 9

On en déduit finalement que :

v 3 1, . 3 1 1 3 1
/1 (1—t*Int) dt = z—1— (I?) Inx — §(;1:3 — 1)> = xflf% ln:c+§(9:371) = x+§z3f% lnxfgo.

10. Comme la dérivée de —x est —1 et ne donne passe le x devant ’exponentielle, on reconnait un cas
classique d’IPP : en posant
u=x+1 e wv=-—-e"

qui sont de classe C! sur [0;1], avec

une intégration par parties donne :
1 1 1 1 2
/ (z4+1)e " do = [—(z + 1)e_m]0—/ —e Pdr = —26_1—(—160)—[6_m]0 =1-"—(et=€") = 1—2—24-1
0 0

11. Comme on ne sait pas primitiver la valeur absolue, on sépare l'intégrale en une partie ou 'intérieur
est positif et une autre ou l'intérieur est négatif :

r—220<x>2

donc pourz >2,z—2>0et |z —2|=2—2,et pour z <2, 2 —2 <0 donc [z —2| =2 — x donc :

4 2 4 "E2 2 1‘2 4
/\m—?ldm - /(2—$)da?+/(x—2)dx:[2x—} +[_2x]
0 0 2 2 0 2 2

= 43(00)+(?8><2224) —4-248-8-(2-4)=2—(-2)=4.

Exercice 2.

1. Ce changement de variable est bien de classe C! sur [0;1], et de plus :

u—1

u=3r+1l<z= 3

e Bornes :

=

SRS
e~ =

r=0—=u=1 e zxx=1—u=4
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e Elément différentiel :

1
du=u'(z)dr =3dr  donc  dx = gdu

donc :

1 4,1 1 1 4 1 4 4
/x\/3x+1daz:/ x\/ﬂxfdu:f/(ufl)\/adu:f /uS/Qduf/ u'? du
0 13 3 9 /1 9\ 1

On reconnait des primitives usuelles :

1 5/274 3/2
Vi T de = L1w0 Y Y (22 qs2] L2 (g2 32
/O“T et lde = 9([5/2}1 [32})‘9(5[4 ! } 3[4 ! }

1/2 2 1/2 2
= (e 44}*7[4 4f1] = (Zp6x2-1-Z[4x2-1

9<5{ Vi 3 [4V4 g \plLox2-1-glx2-1]
_ 1(2x31_2xT) _1 2x31x3-2x7x5_293-35) 2x58 116
9 5 3 9 3x5 - 9x15 135 135

2. Ce changement de variable est bien de classe C! sur [1;4], et de plus :

u=1l+Vrz <= Ve=u—-1<=2=(u—1)?

e Bornes :
z|1|4
ul 2|3
e Elément différentiel :
1
du = u'(z)dzx = ﬁdx donc  dr =2yzdu=2(u—1)du
donc :
4 3 2 3 2
1 1 -1 -1(1+u" —2u+1
/ Rk dex = /7—1-(71 ) ><2(u—1)du:2/ (u-1)(+u “ )du
1 1+ 9 u 2 u

du

3(u—1)(u2—2u+2)d 2/3u3—2u2+2u—u2+2u—2
U =
2

- !
J

3 3 2 3 3 2 3
-3 qu — 2 2
Y u” + du du:2/ <u2—3u+4—du)z?[u—3u+4u—21nu}
U 9 U 2

u

3 2
= 2 g 3><7+4><3 2In3 — §—3><é+4><2—21n2
3 3 2
= 2(9—+12—21113—§+6 8+21n2>:2(19—26;1—6—;2—21113+21n2>
= 2(19132§+21n221113) <43_g+21n221n3>
= 2<4+21n22ln3> <2467+21n221n3>137+41n241n?>.

Exercice 3.

1. f est continue sur [—a;a] donc admet bien une intégrale sur ce segment. De plus, en posant le
changement de variable u = ft (de classe C! sur R donc sur [—a;a] ) on a :

f_ t)dt = f f(— = —f f u)du (par linéarité de l'intégration ) = [ f(—u)du =
fo du (par parité de f fo

2. Par le méme changement de variable on obtient : f flt)ydt = — fo (t)dt par imparité de f.
Ainsi, [ f(t) f f(t)dt + [} f(t)dt (par relation de Charles ) =0
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II. Suites définies par une intégrale

Exercice 4.
Soit I,, = fol z"In(1 + z)dx, Vn € N.

1. Comme [y = fol In(1 + x) dz on reconnait un cas classique d’IPP :
u=1In(l4+z) e v=z

sont de classe C! sur [0;1] avec

donc par intégration par parties,

1
Iy [zln(1+ x)](l) - /0

1+ o 1+4+x 1+2

1 _ 1
d:rzlln(Q)—()lnl—/ Mdm:hﬂ—/ (1— ! >dm
0
= ln2—[a:—ln(l—i—x)](l):ln2—(1—ln(2)—[0—ln(1)]):1n2—1+ln2:21n2—1.

2. (a) Pour une suite définie par une intégrale, on considére le signe de I,11 — I,, : par linéarité de
Iintégrale,

1 1 1
Iy —1, = / "M in(1+2) — / 2" In(l 4 x) de = / (2" In(1+2) —2"In(1+2)) do
0 0 0

= /1 2" In(l 4+ x)(z — 1) dz.
0

Or pour tout z € [0;1] on a :
2" >0, x—1<0, 14x>1donc In(l4+2)>Inl=0

par stricte croissance de In. On en déduit par produit puis en intégrant avec les bornes dans
Pordre croissant que :

2"In(l4+2z)(z—1)<0 etenfin I, —1,<0

donc I,,+1 < I, et la suite (I,,) est décroissante.

(b) Cherchons & minorer (I,,) : en absence d’indication sur la minoration, on essaie avec 0 : on a
déja vu que sur [0;1],

2" >0 et In(l+z)>0 doncpar produit z"In(l1+z)>0

puis en intégrant avec les bornes dans l'ordre croissant on obtient I,, > 0.

La suite (I,,) est donc décroissante et minorée, elle converge.

3. (a) Pour tout x € [0;1] on a :

1<14+4z<2<e donc In(1l)<Iln(l+z)<In(2)<In(e)=1

car on sait que e > 2, et que In est strictement croissante. On en déduit en multipliant par
z"™ > 0 que :
In(1+z)<1 donc z"In(l+2z)<z".

(b) On integre cette inégalité avec les bornes dans 'ordre croissant :

1 nt1 11 1
InS/ 2" de = |~ =
0 n+1f, n+1
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Intégration sur un segment
(¢) On a déja vu que I, > 0 donc on obtient 'encadrement :
1
0<I, <
- T a4l
avec lim —1-
n—_+oo Mt

7 = 0 donc par théoréme d’encadrement,

lim I, =0.
4. (a)

n—-+oo

On reconnait la forme d’une intégration par parties : en posant

xn+1

= In(1 t =
u=In(l4+z) et v 1

de classe C'! sur [0;1] avec

!/ 1 !/ n
u = et v ==
1+

on obtient :

1

n anrl
I, = /0 2" In(1+4z) doe = [n 1 In(1+ I)]

/1 1 [k In2
— X d

1 L gntl

n+1 T n—i—lin—i—l/o 1+

On travaille sur le contenu de l'intégrale : pour tout z € [0;1] on a :
1<1+2<2

dx.

1

donc par stricte décroissance de I'inverse sur R, < <1
+ 1+z

On multiplie par 2! > 0 et on obtient :

N | =

enfin on intégre avec les bornes dans ’ordre croissant :

1, n+l 1 n+2 71
Og/x dmﬁ/m"“dx:{x } = !
o 1+=z 0 0
(c)

n+ 2 n+2°
On va tenter d’encadrer I, plus précisément que plus tét dans le sujet en se servant de l'enca-
drement qu’on vient d’obtenir : comme 7%—&-1 <0,
1 [tantt 1
0>-— / de < —————
n+1Jy 1+x (n+1)2
puis
In2

In2 1
> 1, >
n+1—

n+1l (n+1)2
L’objectif est de faire apparaitre un encadrement de I,,/??7 qui tendra vers 1 pour obtenir que
ce 777 est un équivalent de I,, : pour cela on peut diviser par le terme de gauche (plus simple
que celui de droite) pour faire apparaitre 1 : comme 711121 > 0,
I (s 1
2
1> no>1- 00
n+1

« n+1 1
p) - - .
=2 (n+1) In2 (n+1)In2
Par opérations élémentaires immeédiates le terme de droite de I’encadrement tend vers 1, donc
par théoréme d’encadrement on obtient :
I
lim -

In2
———=1 donc I, ~
ntoo In2
n+1

+oon+1°

III Fonctions définies par une intégrale
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Exercice 5.

1. Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, a valeurs dans un intervalle J. Soit f
continue sur J.

(a) f est continue sur J donc admet une primitive G qui est alors de classe C! : on peut alors écrire
que

v(x)
Fx) = /( : f@) dt = [G(0)],y ) v(x) = Glu(2)) = Glu(z)).

F est alors dérivable comme somme et composée de fonctions dérivables, et :
Fl(z) = v'(2)G (v(z)) — ' (2) G (u(z)) = v'(2) f(v(2)) — u'(2) f (u(2)).

(b) i. Montrons d’abord que F' est bien une telle primitive : en appliquant la question 1 avec
u(x) = a et v(xz) = z qui sont bien dérivables, avec

u(x)=0 et (z)=1
on obtient que F' est dérivable et :
Fl(z) =1x f(z) = 0x f(a) = f(2)

donc F est bien une primitive de f. Montrons qu’elle s’annule en a :

donc F' vérifie bien les hypothéses. Vérifions qu’elle est unique : pour cela on suppose qu’il
existe une autre primitive H de f qui s’annule en a, et on montre que F' = H. Pour cela on
consideére la fonction (F' — H) : celle-ci est dérivable et de dérivée

(F—H)(z) = F'(z) - H'(z) = f(z) — f(z) =0
donc elle est constante : de plus on sait que
(F—H)(a)=F(a)—H(a)=0—-0=0

donc on en déduit que pour tout x € J, (F — H)(z) =0 donc (F — H) =0 et enfin F = H.
On en déduit bien que F' est I'unique primitive de f qui s’annule en a.

ii. e La fonction f: ¢+ lnb) est définie et continue sur ]0; 1{U]1; +o00[ . Or e €]1; 4+o00[ donc F'

est définie sur ]1; 4+o00[ et est 'unique primitive de f qui s’annule en e.

Ainsi, F'(z) = ﬁ > 0 car > 1 donc F est strictement croissante sur cet intervalle.

e On remarque que G(z) = — [ In(1 + t?) dt.
Or la fonction ¢ — In(14¢?) est continue sur R car 14> > 1 > 0, donc z > [ In(1+¢%) dt

est I'unique primitive sur R qui s’annule en 2 de cette fonction. On en déduit que G est
définie sur R, dérivable sur R, et G'(z) = —In(1+2?) <0 car 1 + 2% > 1.

On en déduit que G est strictement décroissante sur R.

Exercice 6.

2
Soit F' définie par F(z) = [ tlgf(t).

1. F(z) est définie si et seulement si la fonction g : t —

[z; 2] ou [2?; x].

est continue sur I’ensemble du segment

Or g est définie et continue pour t > 0 et tInt # 0, donc t # 0 et Int # 0 <=t # 1 donc sur |0; 1]
et ]1; +ool.

Ainsi : si z €]0,1] alors 2 €]0, 1] donc [z?,z] C]0,1[ ot f est continue; et si x > 1 alors 22 > 1
donc [z, 2% C]1,+oc[ ou f est continue. On obtient finalement que F est définie sur |0; 1[U]1; +oo].
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2. Sur chacun des intervalles ]0; 1] et ]1; +00[, g est continue donc admet une primitive G qui est de
classe C'. On peut alors écrire

F(z) = G(z*) — G(z)
qui est dérivable comme composée et somme de fonctions dérivables, avec :

1 1 2 1 1 1
— — — = — = 0
2?In(z?2) zlnz 222lnz  zlnz zlnz a2l

F'(z) = 22G’ (2%) — G'(z) = 2z x

donc F est une fonction constante sur ]0;1[ et constante sur ]1;+oo[ (par contre on n’a aucune
information sur la valeur de ces constantes, qui peuvent tout a fait étre différentes I'une de I'autre).

1
t

3. On remarque que —— = est de la forme %’, en posant u = Int, on peut donc primitiver :

tint Int
F(x) = [1n|1nt|]£2 =In|ln(z?)| —In|lnz| = ]2Inz| —In|lnz| =In2+In|lnz| —In|lnz| =In2
qui est bien une fonction constante (et au passage on obtient cette fois que la constante est la méme
avant 1 et aprés 1).
Exercice 7.

In(t)
1+¢2

1. f(z) est défini si et seulement si la fonction g : ¢ — est continue sur ’ensemble du segment
[332] ou [z; 7).

Or g est définie et continue sur R} donc si z > 1 alors [1;2] C R% et si0 < z < 1 alors [z; 2] C RY.
On obtient finalement que f est définie sur RY.

2. g est continue sur donc y admet une primitive G. On peut alors écrire :

qui est dérivable comme composée et somme de fonctions dérivables, avec :

e 72 - -0
x 1+x2+x21+(%)2 1422 1422

1> 1, In(x) 1 In(d) In(z) In(z)

' =0 donc on en déduit que f est constante : Vo € R, f(z) = f(1) = fll g(t)dt =0

3. On pose u = % <t =214 est bien de classe C" sur R%.

u

e bornes :
t % T
AR
e élément différentiel : du = o/ (t)dt = —%dt donc dt = —t*du = — L du.
Ainsi: f(@) = [ T — ddu=— [7 Fdu = [ Bdu = - [T B du = — /().

x

On obtient f(z) = —f(z) & 2f(z) =0« f(z)=0.

Exercice 8.

Soit la fonction f définie sur R* par f(z) = ffw m(ldﬁ'

1. La fonction g : t est définie pour 1 + ¢ > 0 (qui est toujours vrai) et In(1 + ¢2) # 0. On

résout donc :

1
m(1+£%)
1+t =0<=1+t?=e"=1<=t*=0+=1t=0.

On en déduit que g est définie, et continue par composée de fonctions continues, sur | — oo; 0] et
sur ]0; +o00.

Pour que f soit bien définie, il faut et il suffit que le segment [z; 2] ou [2z; x] soit inclus dans 'un
de ces deux intervalles, donc que :

O<zx O<x
{0<2x <:>{ 0< g < z €]0; 4o00[
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ou bien :

0>z = 0>z <= 1z €] —o0;0]
0>2x 0>z ’

donc f est définie sur R* et sur R, donc sur R*.

2. g est continue sur R* donc admet une primitive G qui est de classe C? car g est de classe C'. On
peut alors écrire

f(2) = G(22) - G(a)

et f est de classe C? somme somme et composée de fonctions de classe C2.

3. De plus pour tout = # 0,

1 1
In(1+422)  In(1+22)

J'() = 26/ (22) — G/ (2) = 29(22) — g(a) = 2 x

4. f est définie sur R* qui est centré en 0, et de plus :

e dt
f(—l’) :/—x ln(1+t2)'

On pose le changement de variable (qui est bien de classe C!) u = —t <=t = —u, donc dt = —du
et :

donc :

2 —du 2 du
R e e R A R

donc f est impaire.

5. On étudie tout d’abord le signe de l'intérieur : le numérateur est strictement positif, et
M1+t >0<=1+12>"=1=1>>0

qui est toujours vrai, et I’ égalité n’est vraie qu’en 0. donc pour tout € R*, par quotient de facteurs
strictement positifs, (1 + ) > 0.

Pour z < 0, on a x < 2z donc on intégre avec les bornes dans ’ordre décroissant et :
f@) <0

Pour z > 0, on a x < 2z donc on intégre avec les bornes dans ’ordre croissant et :
f(x) > 0.

Remarque : le deuxiéme cas peut étre obtenu par imparité de f également.

6. On commence par majorer le contenu de f (car les bornes sont dans 'ordre croissant) ; pour tout
t € [x;2x] on a:

r<t <20 = 2> <t? <42® = 1+2% < 1+1* < 1+42° = In(1+27) < In(1+¢?) < In(1+42?)
par stricte croissance du carré et du logarithme sur R, puis par stricte décroissance de l'inverse
sur R :
1 1 1
< < .
In(1+422) — In(1+¢2) ~ In(1 + 2?)

On intégre avec les bornes dans 'ordre croissant :

f<)>/2m dt B 1 ng_ 2z —1 T
T = L In(1+422)  In(1+422) ¢ In(1+422) In(1 +422)°
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On cherche alors la limite de ce minorant : comme on a une forme indéterminée, on cherche un
équivalent plus simple du dénominateur :

1 1 1
In(1+42°) = In {455 <1+4x2)] In(42°) + In (1+4m2> 2In2+42lnz+1In <1+4x2)

h172+1n(1+ﬁ)
Inx 2Inz

= 2lnx |1+

et par opérations élémentaires (composées, quotients puis sommes de limites)

1
L2 In (1+ 1z) )
Inx 2Inz z—+00
on obtient : . "
In(1 +z?) ~ 21 d ~
n(l+2 )+oo e done In(1 4 422) +oo 2Ilnz z—+oo oo

par croissances comparées. Enfin par minoration on en déduit que

mgrfocf(x) = +00.

IV Comparaison somme-intégrale

Exercice 9. .
Soit f la fonction définie sur [1,+oo[ par f(t) = tln(t) et soit S, = > f(k).

k=1
1. La fonction f est croissante sur [1;+oo| car dérivable et
1
F@t)=Int+tx n =lnt+1>1>0

car t > 1, donc pour tout £ > 1 on peut écrire :

Pour tout t € [k; k+1], par croissance de f, puis en intégrant avec les bornes dans l'ordre croissant :
k+1 k+1 k+1
O <FO< s+ done [ gwdes [ po s [ s a
k k k
et enfin en sortant les constantes f(k) et f(k + 1) des intégrales pour les calculer :

k+1
k) < /k F(8) dt < flk+1).

2. Par relation de Chasles, cette somme s’écrit :

n—1 2 3 n n
;f(t) dt:/1 £(t) dt—f—/z f(®) dt+-~-+/n_1f(t) dt:/l F(t) dt.

3. En sommant les inégalités de la question 1 pour k allant de 1 an—1on a :

En effectuant le changement d’indice ¥’ = k 4+ 1 dans la somme de droite on obtient :

n n

SNCENOEY WIFES SHCES WICEN]
1 k=1

k=1 k=2

Enfin comme f(n) =nlnn et f(1) =1lnl =0 on obtient bien :

S, —Inn < / ft) dt < 8S,.
1
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4. Prenons l'inégalité de gauche, on obtient :

Sp—Inn < /1” f@)dt donc S, < /1" f(t) dt + nln(n).
Prenons celle de droite on obtient :
/1" £(8) dt < S,
On en déduit en rassemblant :
/lnf(t) dt <S5, < /lnf(t) dt +nln(n).

9. fl ) dt s’obtient par intégration par parties : en posant

qui sont de classe C! sur [1;n] avec

on obtient :

" ~ [2I(t)]" "t n?ln(n) 21" n’ln(n) n? 1
[rwa=[Z50] - [Tpa=rg o] =T e

2
1
WL O ;(n) 1 on

Divisons I’encadrement de la question 4 par le terme prépondérant de 'intégrale

obtient
. U - U S
2In(n)  2n2ln(n) — n?ln(n) — 2In(n) = 2n2ln(n) n’

Les termes a gauche et & droite tendent vers 1 donc par encadrement le quotient 2 ln( y aussi et

Exercice 10.
. _n n!
Soit u, = P

1. In(uy,) :1n((%)%) =5In (nn) = (kﬁl ) =3 ZZ: n ()
SR

— 1}, In est croissante sur ]0; 1] donc en particulier sur [£; &+

m(*) <) < (F1
(%) < < (5)

On intégre pour z allant de £ a 2+ (bornes croissantes) :
n n

ok 1. [k E (k41 1 (k+1
/ In () dr=—1In (> < / / In(x)dz < / In ( + ) der = —1n ( + >
3 n n k n n n

2. Pour tout k € {1;2;-
ainsi, Vr € [k kil},

E

n E
3. On remarque par relation de Chasles que [ In(z)dz = ff In(z)dz + [§ In(z)dz + [3 In(z)d

—|—fn%11n dx—Zf” In(x

On somme donc I’ megahte de la question précédente pour k allant de 1 an — 1 :

Sin () S S o [lene <5 (417)
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Avec,

n—ll ( ) ln—l (kj) 1
tn(r) -1 m(h) -
n n n n

1 k=1

X

Soe() - rme () e () -

On obtient bien ’encadrement souhaité.

|
(7=
—
=
N
S|~
N———
|
3
=
N\
I |~
N———
Il
=
—
<
3
SN~—
|
\
=)
\

ln(n) 1 +

5. En renversant les inégalités obtenues a la question 2., on a

4. Par intégration par partie, on a fi In(z)dz =

1 1 1 1
/ () + - n < Infug) < / In(z)dz

n
Par théorémes de comparaison et théoréme d’encadrement, on obtient donc lirf In(u,) = —1et
n—-+oo
donc lirf U, =e L= % (en composant par la fonction exponentielle continue en —1).
n—-+0oo

Exercice 11. .
ne

Soit f une fonction continue et décroissante sur [0,1]. On pose S, = = > f (%) (appelée somme de
k=0

Riemann de f sur [0, 1].

Le but de cet exercice est de prouver, dans ce cas particulier, le théoréme sur les sommes de Riemann :

1

1. Pour encadrer cette intégrale, commencons par encadrer le contenu : on sait que

donc par décroissance de f,

en enfin on intégre avec les bornes dans l'ordre croissant :

/kﬂf(k;:l) dm<ﬁktlf(m)dx</:nﬂf<fl> do.

On fait sortir les constantes des intégrales de gauche et droite pour obtenir :

() - ()R -2 (B2
L&) s (B2 (2)

k41

= (’“Zl) <[ s s (fj)

n

a\?r\

et de méme

donc

2. On somme les inégalités comme indiqué, on obtient :
_ k41

Z% (k+1) Z/ dxggif@)

k=0

11
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On fait sortir les constantes % des sommes de gauche et droite, et la somme d’intégrale se simplifie
par relation de Chasles :

1=, (k+1 ! 1=, [k
n};)f< - ) s/o f(x) dxgn;f(rj
Enfin on applique dans la somme de gauche le changement d’indice k' =k + 1 :
n—1 k n k n—1 k n—1 k
S () = (5) =X (5) s () -s(3) =X (5) - ror+ s
k=0 k=1 k=0 k=0

ce qui donne bien :

et enfin :

3. L’inégalité de gauche donne :
! 1
S0 < [ fla) dot (£(0) - F(1)
0

et celle de droite :

/1f(x) de < S,
0

donc on obtient ’encadrement :
1 1 1
| f@ dr<s,< [ 1@ dos L (50) - 1),
0 0 n

On prend ensuite les limites & gauche et & droite, et des deux cotés on obtient fol f(z) dz : par
encadrement on en déduit que :

1
lim S, :/ f(z) dx.
n—-+o00 0
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