ECE 2 - Mathématiques
Julie Marcelin - Clemenceau

TD 11 : correction

Exercice 1.

1. (a) f est de classe C? sur R? comme somme et produit de fonctions coordonnées et constantes qui
sont de classe C2.

h(f)z,y)=yx@+y-D+aoyxl=ylz+y—-1+2z)=y2r+y—1)

et :
O (f)(z,y) = 2(2y + & — 1)

0f1(f)(x,y) =yx2=2y , & (f)(w,y) = Ix(2e+y—1)+yx1 = 20+2y—1 , 95,(f)(z,y) = 2z
(b) Cherchons les points critiques de f :

{8z<f><x7y>=o = {x(gyﬂ_nzo

y=0 20 +y—1=0
= {m(2y+x—1)—0 ou {x(2y+x—1):()
Y= y=1-—2z
= {x(:cl)—o ou {x(2y+x1)—0
Yy = y=1-2zx
— {m() ou x= ot {x(24x+$1)0
y=20 y=20 y=1-2zx
N {xo ou {zl ou {x(13x)0
= {y:O ou {y:O ou {y:l—Zm ou {y:1—2x
— y=20 ou y=20 ou y=1 ou y:1—2/3:1/3
z=0 r=1 z=0

donc les points critiques de f sont (0,0), (1,0), (0,1) et (1/3,1/3).

Pour chaque point critique, on calcule la matrice Hessienne en ce point puis ses valeurs propres
et on conclut selon le signe des valeurs propres.
— Au point (0,0), on en déduit que :

10,00 =0 Fa(N0.0) =1 (10,00 =0 done T(N0.0)= (5 )=

dont on cherche les valeurs propres, c’est-a-dire les valeurs de A pour lesquelles A; — Al n’est
pas inversible :

A=A = (‘? _D > (L1 <> Ly) (_/1\ f)
= (L + Ly — A\Ly) (_1 ;_A )
0 X -1
qui n’est pas inversible si et seulement si :
Mo1l=0= A-1)A+1)=0<= e {-1;1}

donc les deux valeurs propres de V2(f)(0,0) sont de signes opposés, (0,0) n’est donc pas
un extremum local (c’est un point-selle).

1-3z=0

x=1/3
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— Au point (1,0), on en déduit que :

.(1)(1L0) =0 (L0 =1 . (1,0 =2 done TN = (T o) =42

dont on cherche les valeurs propres, c’est-a-dire les valeurs de A\ pour lesquelles As — Al n’est
pas inversible :

A2_M:<21A 1)\) — (L1 & L) (21/\ ?)
<= (Ly+ Ly — (2= N)Ly) ((1) 1+)\_(5\>\)>

qui n’est pas inversible si et seulement si :
1+A2-N)=0<= -\ +20+1=0
donc le discriminant vaut A = 4+ 4 = 8, et les racines, qui sont donc les valeurs propres de

V2(£)(1,0), sont :
—2— /8 -2 8
Mo 2T VB Ly T2tV
-2 -2
A1 est strictement positif comme quotient de deux facteurs strictement négatifs, pour A, il
faut le signe du numeérateur :

24 V8> 0= —2> V8= 2< V8= 22<38

ce qui est bien vrai, donc le numérateur —2 + /8 est strictement positif, donc Ao est stric-
tement négatif.

Enfin les deux valeurs propres de V2(f)(1,0) sont de signes opposés, (0,0) n’est donc pas
un extremum local (c’est un point-selle).

— Au point (0,1), on en déduit que :

8%71(.]0)(0,1) =2 ’ 812,2(f)(0a1) =1 ’ 8372(.](‘)(071) =0 donc VQ(f)(Ovl) = ((])_ ;) = A3

dont on cherche les valeurs propres, c¢’est-a-dire les valeurs de A pour lesquelles A3 — Al n’est
pas inversible :

—A 1 1 2-A
Ag)\[(l 2_)\> <:,>(L1<—)L2) (_)\ 1 >

1 2—A

qui n’est pas inversible si et seulement si :
1+AM2-N)=0<= -\ +22+1=0

On reconnait la méme équation que pour le point critique (1,0) : les valeurs propres sont
donc les mémes et sont & nouveau de signes opposés : (0,1) n’est pas un extremum local,
c’est un point-selle.

— Au point (1/3,1/3), on en déduit que :

Ot 1(£)(1/3,1/3) =2/3 , 97,(f)(1/3,1/3)=1/3 , 05,(f)(1/3,1/3) =2/3

donc

vnasam = (1 ys) =
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dont on cherche les valeurs propres, c’est-a-dire les valeurs de A pour lesquelles A4 — Al n’est
pas inversible :

C(2/3-X 1/3 /3 2/3-2A
A4_M_<1/3 2/3—A> = el (2/3—A 1/3>

(L]_ — 3L1) 1 2 -3\
(Lo < 3L,) 23\ 1

& (L2 + Lo — (2= 3)\)L1) ((1) 1 —2(2_—3);)’/\)2)

qui n’est pas inversible si et seulement si :
1-(2-3))2 = 0 {1 —(2— 3>\)] x [1 r@2- 3A)} — 0= (—1430)(3-3)) = 0 <= X € {1/3;1}

donc les deux valeurs propres de VZ(f)(1/3,1/3) sont strictement positives, (1/3,1/3) est
donc un minimum local de f.

2. (a) f est de classe C? sur R? comme somme et produit de fonctions coordonnées et constantes qui
sont de classe C2.

OL(f)(x,y) =322 +3y> =15 et Oo(f)(x,y) = 6xy — 12.
8%1(‘](.)(.%,2/) = 6x ’ aiQ(f)(xay) :6y ’ 822,2(]0)(1'7:’/) = 6x.

(b) On résout alors le systéme :

On reconnait une équation bicarrée en y, on pose alors Y = y? pour résoudre I’équation :

Y =2
{81(f)(x,y)=0 . ) rresyea—o
% (f)(@,y) =0 y#0
z=2
Y
Le discriminant vaut A = 25 — 16 = 9, puis les racines :
5—3 5+3
Yi=—=1 t Yo=——=4
1T 42T
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ce qui donne :

Y =2
o (f)(2,y) = 0 Y=1 ou ¥=4
—
{ 2 (f)(z,y) =0 y#0
x=2
Yy
y2:1 y2:
— y#0 ou y#0
q;:z ng
Yy Yy
VE=1 Vi =2
= y#0 ou y#0
r=2 r=2
Yy Yy
ly| = ly| =
— y#0 ou y#0
Z2 Z 2
y=1 y=- y= y= -2
< {1'22 ou {CL':— ou {le ou {SU_—].

donc les points critiques de f sont (2,1), (=2,—-1), (1,2) et (—1,—2).

Pour chaque point critique, on calcule la matrice Hessienne en ce point puis ses valeurs propres
et on conclut selon le signe des valeurs propres.
— Au point (2,1), on en déduit que :

(N1 =12, (1) =6 . B,(f)21)=12 donc v2<f><2,1>=(162 162)=A1

dont on cherche les valeurs propres, c¢’est-a-dire les valeurs de A pour lesquelles A1 — Al n’est
pas inversible :

12—\ 6 6 12—\
Al—)\I:< 6 12_>\> <~ (L1 < Lo) (12_>\ 6 >

6 12—\ )

< (L2 < 6L2 — (].2 — )\)Ll) (0 36 — (12 _ A)Q

qui n’est pas inversible si et seulement si :
36— (12-1)2 = 0 <= [6 (12— A)} X [6 (12— A)} =0 <= (A-6)(18-)) < X € {6:18}

donc les deux valeurs propres de V2(f)(2,1) sont strictement positives, (2,1) est minimum
local de f.

— Au point (—2,—1), on en déduit que :
8%,1(f)(_27 _]-) =-12 3 a%,Q(f)(_27 _1) =—0 ) 8%,2(f)(_27 _1) =—12

donc
9 (12 -6\
V(oD = (T5 0h) =
dont on cherche les valeurs propres; on remarque que Ay = —A; donc en posant A; =
6 0
—1 _ .
PD{P~" avec D; = (O 18) ona:

-6 0

— -1 _ _ -1 _
Ay =—PD,P~' = P(—-D,)P —P(O s

) Pt =PD,P!

est semblable & D5, donc a les mémes valeurs propres que Ds, qui sont ses valeurs diagonales
puisque D est diagonale, donc —6 et —18.

Les deux valeurs propres de V2(f)(—2,—1) sont strictement négatives, (—2, —1) est maxi-
mum local de f.
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— Au point (1,2), on en déduit que :

(N2 =6 0,(f)(1.2)=12 . 3,(/)(12)=6 done V2(f)1,2)=<162 162):A3

dont on cherche les valeurs propres, c’est-a-dire les valeurs de A pour lesquelles A3 — Al n’est
pas inversible :

6-\ 12 12 6- )\
A3_M:(12 6)\> = (L1 L) (6>\ 12>
12 6— A

<:>(L2(—12L2—(6—)\)L1) (O 144(6)\)2)

qui n’est pas inversible si et seulement si :
144—(6-\)2 = 0 <= [12 —(6— )\)] x [12 +(6— A)] =0 <= (A+6)(18-)) <= \ € {—6;18}

donc les deux valeurs propres de V2(f)(1,2) sont de signes opposés, donc (1,2) n’est pas
un extremum local de f, c’est un point-selle.

— Au point (—1,—2), on en déduit que :

R(N(1,-2)=—6 , 0Fy(f)(-1,-2)=—-12 , 85,(f)(-1,-2)=—6

donc
9 (=6 =12\
V-2 =(T, ) =4
dont on cherche les valeurs propres; on remarque que A4 = —As donc en posant A3 =
—6 0
-1 _ )
PD3P~" avec Dy = ( 0 18) on a :

6 0

= — _1: — _1:
Ay = —PD3P P(—D3)P })(O s

)P‘lszhP‘l

est semblable & D4, donc a les mémes valeurs propres que Dy, qui sont ses valeurs diagonales
puisque D, est diagonale, donc 6 et —18.

donc les deux valeurs propres de V2(f)(—1, —2) sont de signes opposés, donc (—1, —2) n’est
pas un extremum local de f, c’est un point-selle.

Exercice 2.

1. La fonction (z,y) + z(y? + 1) est de classe C? sur R? car polynomiale, a valeurs dans R et X ~— eX
est de classe C2 sur R donc par composition (z,y) — @ 1 est de classe C2 sur R2.

De plus (z,y) + x est de classe C? sur R? donc par produit f est de classe 2 sur R2.

2. (a) f est de classe C? donc les deux dérivées partielles existent, et :

(f)(x,y) = 1xe" WD pox (y?+ 1)@+
= (@ +a+1)efW D,

Ba(f)(x,y) = ax (2wy) x W HY
= 2x2yer(y2+1).

(b) Pour qu'il y ait un extremum local en (z,y) il faut que ce soit un point critique donc on résout
le systéme :

n(f)(x,y)=0 ($y2+x+l)ei(y2+l) =0 22 4+2x+1=0
{ O2(f)(x,y) =0 A 2x2yem(y2+1) =0 — zy =10
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La deuxiéme équation est équivalente & x = 0 ou y = 0, ce qui donne deux systémes qui peuvent

mener a des solutions : )
1= 1=
1) { xy? + o+ 0 . { 0
z=0 T =

qui est absurde, ou encore :

Le seul point critique, c’est-a-dire le seul point ou f peut présenter un extremum local, est
A(-1;0).

f est de classe C? donc les trois dérivées partielles secondes existent et :
RNy = P+ DV 4@y +o 1) x ( + 1)@
= [0 +1) (@’ + o+ 2@

B o(zy) = 227 (1 x WD) 4y x (Qxy)ew(y2+1))

= 23:269“(3’2“)(1 + 2xy?)

02 ,(x,y) = fUo(@,y) =2y x 20e”W D 4 222y x (47 + 1)WY

= 22ye”WTD (2 + 2y + 2)
Au point critique (—1,0) on a :
R1(=L0)=e"" , 95,(f)(-1,0)=2¢"" et O,(f)(~1,0)=0
donc B
L0 = (G o)

qui est diagonale donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, tous deux strictement
positifs donc il y a bien un minimum local au point A, égal a

f(=1,0) = —e7 1.
Etudions le signe de la différence :
flz,y) — xe® = xe” (emy2 — 1) qui est encore du signe de x (emy2 — 1)
Premier cas : x > 0, y quelconque, alors :
ny > 0 donc par croissance de exp e””y2 >e"=1 et €% —12>0
donc on obtient par produit :
Ve > 0,Vy eR, f(z,y) —xze® >0
Deuxiéme cas : x < 0, y quelconque alors :
zy? <0 donc par croissance de exp eV <=1 et ¥ —1<0
donc on obtient par produit :
Ve <0,Vy eR, f(z,y) —xze® >0

et en rassemblant :
V(z,y) €R?  f(z,y) > ze”
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(b)

g est de classe C*° sur R comme produit de fonctions de classe C*° et on a :
VreR, ¢(z)=e"+xe” = (x+1)e"

qui est strictement positive pour x > —1, nulle en —1 et strictement négative pour x < —1;

La fonction g est donc strictement décroissante sur | — co; —1] et strictement croissante sur
[—1; 400l
Elle admet donc un minimum en = —1, égal 4 —e ™!,

On en déduit que pour tout z € R,

et enfin : pour tout (z,y) € R?,

fla,y) = g(z) > —e~! = f(=1,0)

et la fonction f admet donc un minimum global égal & —e~! au point A(—1,0).

Exercice 3.

1.

(a)

g est de classe C* sur ]0; +oo| et
, 1
g(x)==42>0 sur ]0;+o0].
T
On en déduit que g est strictement croissante sur ]0; +o0].

De plus
lim g(z) =—co et lim g(z) = +oo

par somme de limites.

g est continue et strictement croissante, donc d’aprés le théoréme de la bijection continue, g

lirf g(z)| =R, et I'équation g(z) = 0 admet
—+o0

réalise une bijection de ]0; +o00[ dans } lim g(z);
z—0+ T

une unique solution « sur |0; +oo[, car 0 € R.
On a bien a > 0, et de plus
1 1 2 2 2
gl-)=h|{-)|+-+1=-14+-—-1=->0=g(a)
€ e e e e
et par stricte croissance de f on a

1 1
— >« et finalement 0 < v < —.
e e

f est de classe C? comme somme de fonctions de classe C? sur R x R. Calculons les dérivées
partielles premiéres :

1
31(f)(x,y)lnx+x+y2+x(+1) =hnz+z+y?+1l+z=Inz+2z+y*>+1
x

et
0o(f)(z,y) =  x 2y = 2zy.
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Comme z est différent de 0,

{ 01(f)(x,y) =0
Oz (f)(z,y) =0

Inz+2z+y2+1=0
20y =0

1nx—|—2m—|—y +1=0
=0 (absurde) ,ouy =0
y=20

g(z) =

Y O

g

{
{
PN { Inz+2x+1=0
{
L1

Y= 0
donc le seul point critique de f est le point («;0).

(b) Calculons les dérivées secondes de f :

BNy = 242 BaNwy) =2 et Fa(f)wy) =2

Au point («;0) on calcule la matrice Hessienne :
2+1 0
2 ) — >
vineo= (57 )
dont les valeurs propres (la matrice est diagonale) sont ses éléments diagonaux : 2 + é et a.

Les deux valeurs propres sont strictement positives car a > 0, donc f admet au point («;0) un
minimum local.

(¢) On calcule :

m = f(a,0)=a(lna+a+0?)=allna+2a+1—-a—1)=a(gla) —a—1)=a(—a—1)

= —ala+1)

Exercice 4.

1. Pour comparer, on factorise ou on développe tout de part et d’autre ; ici on va factoriser pour obtenir
la derniére expression :

flz,y) = (z +y) (;+;> = (z+vy) (y+$> _ (@+yp)?

Ty Ty
et 2 2 2
T 0y + Yy +x T+
()
T Yy zy ry

On pouvait donc également développer au maximum toutes les expressions puis mettre au méme
dénominateur, pour obtenir la méme chose a chaque fois.

x

2. Pour z # 0 ety #0 (z,y) = L et (2,9) — % dont de classe C? donc f est de classe C? sur
10, +00[x]0, +00[. comme somme et produit de fonctions de classe C2.

3. (x,y) est un point critique de f si et seulement si :

{ O1(f)(z,y) =0
G2 (f)(z,y) =0

et on calcule les dérivées partielles & partir de la seconde écriture :
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( Ce choix est moins anodin qu’il n’y parait : a priori, il vaut beaucoup mieux choisir expression
la plus factorisée possible pour dériver, afin d’avoir des dérivées le plus factorisées possibles dans
loptique de la résolution du systéme. En fait, on calcule une dérivée plus complexe pour se faciliter
le systéme. Mais ici, méme avec la dérivée la plus simple, le systéme est tellement facile que cela ne
change rien.)

Donc (z,y) est un point critique <= P?=yle=r=dy<=az=ycary>0et x>0
f posséde donc une infinité de points critiques :

{(z,z) | = >0}

4. On calcule les dérivées partielles secondes et avec le théoréme de Schwartz :

RaNan) =5 o ORan) = (D) =~ =5 et Bala) =
et en (z,x) on a
Bafwa) =2 . FalPwa)= 5 ot Balf)ww) = 5
donc 2 L ) L

Cette matrice n’est pas inversible car les deux lignes sons colinéaires (opposées) donc 0 est valeur
propre de V2(f)(z, ) : on ne peut donc pas conclure & I'existence d’extremum local au point (z, ).

5. (a) On calcule leur différence :
(@ +y?) —dey =2 =20y +y* = (x —y)? >0
Donc pour tout x et y réels :
(z+y?) > day
(b) Calculons f(z,x) :
f(an,x):2—|—£—|—E =4.
x oz
De plus d’aprés la question précédente, en divisant par zy > 0, on a pour tout (z,y) €
J0; +o00[x]0; +o0] :
(z+y)
Ty

>4

Et comme en f(z,7) = 4, on a donc pour tout zg €]0; +oo[ et pour tout (z,y) €]0;+oo[? :
f(zo,z0) < f(2,y)

D’ott f admet sur ]0, +o00[x]0, +-00[ un minimum global qui vaut 4 en tout (zo, o) avec zo € R .

6. On fait apparaitre f :

glz,y) =2ln(z+y) —Inz —lny. =In <(x;ryy)2>) =1In (f(x,y))

On a
flz,y) >4

et In est croissante sur ]0; +-o00[ donc :

g(z.y) = n(f(2,y)) > In(4) = n(22) = 212
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Exercice 5.

donc Sy = {(—1,—-1);(

1 1 _
a2 ~ @wrp? =0

1 1 —
T ~ @

(1,-1);

— S — —/ — /S

y=-—1
(14+z)(2-1)=0
y=-—1

ou

ou

ou

ou

(z+y)—-(1-2)* _ 0
(1-z)2(z+y)?

@+—(1-y)? _ g
(1-y)*(@+y)®> —

& <
| Il
| I
— —
—— —— — ——
=8
|
8
|
jan}

[@Hy)--a)]x[@+n+a-a)]

(1—2)*(z+y)?

(z+y)°—(1=y)* _
(1-y)*(z+y)?

zty—1)x(y+1) _ 0
(I—=z)2(z+y)2

(z+y)°—(1-y)® _
(I-v)2(z+y)?

2r+y—1=0

(1—2)*(z +y)* #0

(z+y)°—(1=y)* _
(1-y)*(z+y)?
=1-2z

O—x)@+y)#0
(zty)’—(1-y)* _
(1-y)%(z+y)?

—_— N —— —— —/—

L
ou
(1+2) (2= ) =0
2
ou
(1”)(;7;2):0
22 —y=0
y=-1 x#0
. ot y#0
z—1=0 1 1
y=1
=-1
ou x#£0
1730:0 y%o
(L) (= &) =0
=_1 y = a? y = x*
N z#0 r#0
#0 ou y £ 0 ou yS#O
1+z=0 =0
_ 2
=1 y=a? Z¢g
ou y#0 ou
=1 r=—1 y70
22 —1=0
ou ou
=1 r=-1 r=1
y+1=0
ou (1-2)*(z+y)*#0
(w+y)*—(1-y)®

Ty @ty)? —

y=-1

ou (1—-=2)? (1’4‘9) #0
O T L
(1-y)2(z+y)?

10
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donc en substituant y on obtient :

1 1 _
T ~ @iz =0

1 1 _
T ~ oz =V

ou

ou

donc Se = {(1/3,1/3); (3,

2x 2y

1+22 7 1+y?

20@ty) . 2¢
1+(z+y)2 — 1+ax2

y=1-2x
(1_95) (1-2)?#0  ou
(1—2)?—(2x)” _
(2z)?(1-=)?
y:1—2x
(1—-3x)(1+x) -0
(22)?(1-2)?
y=1-2zx
(1—2)2(1—2)2 #0
1-32=0 o
42%(1 - 2)2 £ 0
y=-1
(1 - )2 —1)2#£0
z—3=0 ot
4(r—1)2#0
y=1-2z
(2/3)2(2/3)2 # 0
xr=1/3 ou
4(1/3)(2/3)2 £ 0
y=—1

2 2
(=2)2 x2*#£0 ou
z=3
4x224£0
y=1/3 y=3

ou

x=1/3 x=-1

71); (*13 3)) (*13 71)}

2¢(14y°) =2y (1+a?)

(1+22)(1+y?)

2 ty)(1+2%) ~22 [14 (a-+y)?]

y=-1
(1) =17 #0
(z— 1)2 =0
A0z

y=—1
(- 12 £0
(z=3)(z4+1) _

4(z—1)?
y=1-2zx
(1—2)2(1—2)2 £0
1+2z=0
422(1 —2)2 #0

y=-1

(1-2)2(x —1)2 £0
z+1=0
A —1)2 £0

y=1-2z
2x2240

z=-—1

4x224£0

y=—1
22 x 2240
z=-1
4x224£0

ou ou

=0

=0

(1+22) [ 14 (2+9)?]

z(14y?)

—y(l+2%) =0

(z+9)(1+2%) 2 [+ (@ +1)*] =0

car les dénominateurs sont strictement positifs et en simplifiant par 2. Il n’y a pas de factorisation
possible dans aucune des deux lignes. On développe la premiére en espérant pouvoir factoriser

ensuite :

2x 2y

1+22 7 1+y?

2(z+y) 2z

1+ (z+y)? = 1422

Il n’y a pas de facteur commun....

r+ay?—y—2%y=0

(z+y)(1+2%) -

x[1+(x+y)2} =0

mais on remarque que z = y est une solution évidente donc on

11
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doit pouvoir factoriser par z — y :

2¢ 2y

1_;'_3:2 - 1+Z]2 fE-y—'-xy(y_x):O

2(z+y) _ 2z

1+(z+y)? 1422

(z+y)(1+a%) —z 1+ (@ +y)?] =0
(r—y)(1—-2y)=0
(x+y)(1+x2)—x:1+(x+y)2: =0

z—y=0 l1—2zy=0

ou

(z+9)(1+2%) —a [1+ (@ +y)?] =0 (2 +9)(1+a%) —z |1+ (@+y)

|

|

{ 1/
. [

|

|

|

|

z=1/y
y#0
1 =0 (absurde

2
(2y)(1+y2)—y[1+(2y)2} _0 (y+§) (1+2}2>—;[1+(;+y”
T=y r=1/y
— ou y#0
y[2+2y2-1-4%] =0 y+§+y%—§—l(%+2+y2)—o
T=y z=1/y
— ou y#0
y(1-2y%) =0 ytytp oo s-y=0
T=y z=1/y
<— ou y#0
y(1—yv2)(1+yv2) =0 —5 =0
e ou ou ou
y=0 1—-yv2=0 1+yvV2=0
=0 33:% x:—%
<~ ou ou
y=0 y=s y=-7

Exercice 6. On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considére une épreuve aléatoire pouvant aboutir a 3 résultats différents Ry , Ry et R3 de probabili-
tés respectives Py, P et Ps. On a donc P+ P>+ P; = 1 et on admet que, pour tout i de {1,2,3},0 < P, < 1.

On effectue n épreuves indépendantes du type de celle décrite ci-dessus.

Pour tout ¢ de {1,2, 3}, on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro ¢ n’est pas obtenu
a l'issue des n épreuves et 0 sinon.

On désigne par X la variable égale au nombre de résultats qui n’ont pas été obtenus & l'issue des n
épreuves.

1. (a) X; compte le nombre de résultat parmi {R;} non obtenus. Donc X; + X + X3. compte le
nombre de résultats parmi {R;, R, R2} non obtenus. Donc le nombre total de résultats non
obtenus est bien X = X; + X5 + X3

(b) (X; =1) signifie qu’en n épreuves indépendantes, le nombre de ”R;” obtenu est nul. Or ce
nombre suit une loi binomiale de paramértes (n,P;) donc P(X;=1) = (;)P2(1-P)" =
(1 — Pi)n et

Conclusion : ’ X; = B((1-P)") ‘
(c) Comme FE (X;) = (1 — P;)" alors
Conclusion : | E (X) = B (X1) + E (Xa) + B (X3) = (1— )" = (1- P)" + (1— P)"|

La suite de cet exercice consiste a rechercher les valeurs des réels P; en lesquelles E(X) admet un
minimum local.
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Pour ce faire, on note f la fonction définie sur I'ouvert ]0,1[x]0, 1[ de R? par : f(x,y) = (1 — z)* +
(1=y)"+ (@ +y)"
2. (a) Comme P, + P+ Py=1alors 1 — Py =P, + P donc E(X) = f (P, P)

(b) Comme (z,y) — x est C? & valeurs dans R et que z — 2" est C? sur R alors (z,y) — (1 —2)"
est C? sur R?

Et de méme pour f.
(c) On a

an(f)(z,y) =n(l —2)" " x ~1+n(z+y)"!
=n|@+y" - -]
0a() (2.y) =n [(@+ )" = (1 =y)"]

(d) On a donc
01(f) (z,y) =0 (@t+y" —(1-2)"" =0

{ = :){ (@+y)" = (1= =0 Li—L

(o) = (1=2)"" =0
={ 0 L

et (1—a2)" '=(1-y)" "= 1-2=1—ycarn—1>0et donc la fonction z — ™! est

strictement croissante sur RT et que 1 —z >0et 1 —y >0
Donc

O (f) (z,y) =0 22)" ' —(1—2)" =0
{32(f)($ay)=0 <:>{ =y

PN 2r=1—x = 1/3
r=vy y=1/3
Donc le seul point de ]0,1[ x ]0,1[ en lequel les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent

. . 11
simultanément est le point 3'3)

On calcule alors les dérivées partielles secondes au point (%, %) :

812,1(f) (z,y) =n(n—1) [(m + y)”_2 +(1— x)"—ﬂ
0 o(f) (@y) =n(n—1)(z+y)" "
ag,z(f) (z,y) =n(n-1) [(x + y)’“2 +(1— y)"*ﬂ
Onmote a =n(n—1) ()" > 0t A= (13 = (% 1),

Aprés pivot sur A — I, on trouve :
sp(A) = {a;3a}

Les deux valeurs propres de la matrice hessienne sont strictement positives donc f a un minimum
11

local en (g, g)

Donc pour avoir le moins de résultats non obtenus (en moyenne), il faut les avoir tous avec la

méme probabiltié %

(e) Et en ce cas on a B(X) =3 (%)n
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