
MPSI - Option info Le paradigme de programmation dynamique

La programmation dynamique est une technique efficace pour résoudre certains pro-
blèmes en les décomposant en problèmes plus simples.

La différence majeure avec la technique « diviser pour régner » est que les sous-
problèmes se chevauchent, et ne pas prendre en compte cette propriété dupliquerait in-
utilement leur résolution.

1. La programmation dynamique.

(a) Le principe.

La programmation dynamique est un « paradigme » simple et puissant de
conception d’algorithmes qu’on peut appliquer pour résoudre un problème si :
— la solution (optimale) d’un problème de taille n s’exprime en fonction de la

solution (optimale) de problèmes de taille strictement inférieure à n ,
— une implémentation récursive « näıve » conduit alors à calculer de nom-

breuses fois la solution de mêmes sous-problèmes.

Par exemple, considérons la suite de Fibonacci (Fn), soit n un entier naturel
supérieur ou égal à 2,

alors le calcul récursif de Fn amène le calcul de Fn−1 et le calcul de Fn−2 ,

deux calculs de taille strictement inférieure au calcul initial avec des redon-
dances de calcul : le calcul de Fn−1 amène le calcul de Fn−2 calculé pour obtenir
Fn−1 ,

ce qui entrâıne comme nous l’avons déjà dit, une complexité exponentielle.

L’idée est alors simplement d’éviter de calculer plusieurs fois la solution du
même sous-problème.

Pour cela, nous déterminons les sous-problèmes qui seront traités au cours du
calcul (ou un sur-ensemble de ceux-ci) et nous définirons une table pour mé-
moriser les problèmes déjà résolus : à chaque élément de la table, correspondra
la solution d’un et d’un seul problème intermédiaire, un élément correspondant
au problème final.

Nous avons deux approches possibles de remplissage de la table, l’une itérative,
l’autre récursive.

i. Version itérative - la classique.

Nous initialisons les « cases » correspondant aux cas de base.

Nous remplissons ensuite la table selon un ordre bien précis à déterminer :
nous commençons par les problèmes de « taille »la plus petite possible,
nous terminons par la solution du problème principal ( bien évidemment,
à chaque calcul, nous n’utilisons que les solutions déjà calculées ).

Le but est que chaque élément soit calculé une et une seule fois.

ii. Version récursive ( tabulation, memöızing ).

Si l’implémentation classique du principe de programmation dynamique
est itérative, une implémentation récursive est possible.

La mémorisation des calculs déjà effectués dans une table pour éviter des
calculs redondants s’appelle le memöızing .

A chaque appel, nous regardons dans la table si la valeur a déjà été calculée.
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Dans l’affirmative, nous ne la recalculons pas, nous récupérons la valeur
mémorisée ; dans la négative, nous la calculons et à la fin du calcul, nous
stockons la valeur correspondante dans la table.

(b) Le principe d’optimalité.

Le principe « la solution optimale d’un problème peut s’obtenir à partir des so-
lutions optimales de sous- problèmes » est appelé le principe d’optimalité (de Bell-

man).

Bien que naturel, le principe n’est pas toujours applicable.

Prenons l’exemple des chemins dans un graphe :
— nous cherchons le plus court chemin entre deux points ( algorithme de

Bellmann-Ford ) : si le chemin le plus court entre A et B passe par C, le
tronçon de A à C (resp. de C à B) est le chemin le plus court de A à C
(resp. de C à B), le principe d’optimalité de Bellman s’applique,

— nous cherchons le plus long chemin sans boucle d’un point à un autre : si
le chemin le plus long sans boucle de A à C passe par B, le tronçon de A à
B n’est pas forcément le plus long chemin sans boucle de A à B, le principe
d’optimalité de Bellman ne s’applique pas.

(c) Programmation dynamique et optimisation.

La programmation dynamique est souvent utilisée dans le cadre des problèmes
d’optimisation : nous cherchons une solution optimale par rapport à un certain
coût ( ou fonction objectif ) et donc dans ce cas c’est non seulement le meilleur
coût que nous cherchons, mais aussi une solution qui corresponde à ce coût.

Or souvent, la table construite dans le cadre de la programmation dynamique
contient des coûts et non des solutions.

Dans une première phase, nous calculons donc seulement le coût d’une solution
optimale.

Il est cependant souvent facile ensuite de récupérer la (une) solution optimale,
toujours en utilisant l’information contenue dans la table ( éventuellement en
enrichissant un petit peu la table : nous pouvons mémoriser pour une valeur
d’où elle vient ... ) . Grosso modo, nous parcourons la table à l’envers par
rapport à sa construction, c’est-à-dire en partant de la case correspondant
au problème principal et en « remontant » vers les plus petits problèmes, la
solution correspond au chemin dans la table.

Ce processus s’appelle la remontée dans la table ,

et la matrice enrichie une matrice de remontée .

2. Le problème du sac à dos.

Nous avons n objets de poids et de valeurs diverses et nous pouvons emporter au
maximum une masse totale de k kg.

Par exemple, pour une masse maximale de 12 kg, nous disposons de :

objet A B C D E F G H
poids(kg) 2 3 5 2 4 6 3 1
valeur(e) 5 8 14 6 13 17 10 4

Nous souhaitons évidemment emporter un lot de valeur maximale.
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Nous allons appliquer le principe de programmation dynamique en recherchant la (
ou les ) solution(s) optimale(s) avec l’objet A, puis les objets A et B, puis les objets
A, B et C, puis les objets A, B, C et D, ... et finalement la totalité des objets,

nous obtiendrons alors la solution à notre problème.

Nous allons nous orienter vers une présentation matricielle,

créons pour cela une matrice M d’entiers de taille n× (k + 1) ( nombre d’objets ×
(masse maximale + 1) :

objets\kg 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A

A,B
A,B,C

où pour tout couple (i, j) , M [i, j] représente la valeur maximale du lot composé des
i premiers objets d’une masse inférieure ou égale à j kg .

Commençons par remplir la première ligne, le sac ne pouvant contenir que l’objet
A.

Une ligne étant construite, afin de remplir la ligne suivante, nous nous interrogerons
sur le fait de contenir ou non le nouvel objet.

Comprenons les premières lignes du tableau ci-dessous et remplissons la totalité du
tableau ci-dessous :

objets\kg 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A(2, 5) 0 0 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

A,B(3, 8) 0 0 5 8 8 13 13 13 13 13 13 13 13
A,B,C(5, 14) 0 0 5 8 8 14 14 19 22 22 27 27 27
A→ D(2, 6)
A→ E(4, 13)
A→ F (6, 17)
A→ G(3, 10)
A→ H(1, 4)

La valeur maximale que nous pouvons emporter se lit donc dans la case en bas à
droite de la matrice M , soit ?? euros ,

la masse nécessaire et suffisante pour emporter cette valeur maximale s’obtient en
reculant dans la dernière ligne à partir de la case en bas à droite tant que la valeur
emportée reste la même, soit ?? kg .

Cherchons maintenant à déterminer la composition du lot correspondant à cette
valeur maximale par remontée dans la matrice.

Nous pouvons proposer l’algorithme suivant :

(a) Solutions optimales des sous-problèmes : remplissage de la matrice M
.
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— Remplissage de la première ligne de la matrice.

— Remplissage des lignes suivantes.
Soit i appartenant à J1, n−1K, nous supposons avoir rempli les i−1 premières
lignes de la matrice et nous sommes en train de remplir la ie ligne,
soit j appartenant à J1, kK, nous supposons avoir rempli les j− 1 premières
colonnes de M ,

alors : M [i, j] =


(b) Solution optimale de remplissage du sac : lecture dans la matrice.

(c) Détermination du contenu du sac : remontée dans la matrice.

En partant de la dernière colonne j = k de M ,

en partant de la dernière ligne i = n− 1 de M , nous allons remonter les lignes
de M ,

et si :

alors :


.
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(* Le problème du sac à dos *)

let objet = [|2,5;3,8;5,14;2,6;4,13;6,17;3,10;1,4|];;

let sac_a_dos objet k =

let n = Array.length objet in

(* Remplissage de la matrice m *)

let m = Array.make_matrix n (k+1) 0 in

(* Remplissage de la première ligne de la matrice *)

for j=(fst objet.(0)) to k do

m.(0).(j) <- snd objet.(0)

done;

(* Remplissage des lignes successives de la matrice *)

for i=1 to n-1 do

for j=0 to k do

let pi = fst objet.(i) in

if (pi > j)

then m.(i).(j) <- m.(i-1).(j)

else

m.(i).(j) <- max m.(i-1).(j) (m.(i-1).(j-pi)+snd objet.(i))

done

done;

(* Détermination du contenu du sac *)

let sac = ref [] and j = ref k in

for i = n-1 downto 1 do

if m.(i).(!j) <> m.(i-1).(!j)

then

begin

sac := i :: !sac ;

j := !j - fst (objet.(i))

end

done;

if (!j > 0)

then sac := 0 :: !sac ;

m,!sac

;;

sac_a_dos objet 12 ;;

3. La plus longue sous-séquence commune à deux objets.

Nous avons deux séquences ( c’est-à-dire une série ordonnée ) d’objets a et b ( châınes
de caractères, listes d’entiers, ... ) ,

le but est de trouver une séquence c de longueur maximale telle que c soit une
sous-séquence de a et b ,

les caractères de la séquence c sont donc communs aux caractères de la séquence a
et aux caractères de la séquence b , apparaissent dans le même ordre que dans les
séquences a et b mais pas nécessairement de manière continue.

5 / 8



MPSI - Option info Le paradigme de programmation dynamique

Par exemple, en prenant a ="ngjgdgkdlkjfdkkkk" et b ="glfkgklfngksdgmlerp"

, c ="gggk" est une sous-séquence commune a et b ,

mais est-elle de longueur maximale ?

Appliquons le paradigme de programmation dynamique.

Notons long(a) la longueur de la séquence a , long(b) la longueur de la séquence b .

Nous allons construire une fonction S : (i, j) ∈ J0, long(a)K × J0, long(b)K 7→ S(i, j)
telle que pour tout couple (i, j) , S(i, j) contienne la plus longue sous-séquence
commune à la sous-séquence a0...ai−1 et b0...bj−1 .

De manière simple, pour tout i appartenant à J0, long(a)K : S(i, 0) = .................

et pour tout j appartenant à J0, long(b)K : S(0, j) = .................

De manière plus subtile, soit (i, j) ∈ J1, long(a)K× J1, long(b)K , nous cherchons une
plus longue sous-séquence commune à a0...ai−1 et b0...bj−1 .

1er cas : ai−1 = bj−1 , alors une plus longue sous-séquence s commune à a0...ai−1 et
b0...bj−1 se termine par c = ai−1 = bj−1 ( sinon nous pourrions rallonger s par ai−1
et s ne serait pas de longueur maximale ) ,

et cette plus longue sous-séquence s privée de sa dernière lettre est une plus longue
sous-séquence commune de a0...ai−2 et b0...bj−2 ( sinon une plus longue sous-séquence
s′ commune de a0...ai−2 et b0...bj−2 allongée de ai−1 soit s′ai−1 serait une sous-
séquence commune à a0...ai−1 et b0...bj−1 de longueur strictement supérieure à celle
de s ) .

2e cas : ai−1 6= bj−1 , la dernière lettre d’une plus longue sous-séquence s commune
à a0...ai−1 et b0...bj−1 est différente de ai−1 ou/et bj−1, et donc la sous-séquence s :
— soit ne se termine pas par ai−1 et elle est alors une plus longue sous-séquence

commune à a0...ai−2 et b0...bj−1 et est de longueur S(i− 1, j) ,
— soit ne se termine pas par bj−1 et elle est alors une plus longue sous-séquence

commune é a0...ai−1 et b0...bj−2 et est de longueur S(i, j − 1) .
Proposons une construction récursive de la matrice S :

(i, j) appartenant à J0, long(a), 0, long(b)K :

S(i, j) =



, i = 0

, j = 0

, si a[i− 1] = b[j − 1]

, si long(S(i− 1, j)) > long(S(i, j − 1))

, sinon

,

le résultat étant S(long(a), long(b)) .

Afin d’éviter de nombreux appels récursifs dupliqués, nous allons procéder par mé-
möızation en représentant la fonction S à l’aide d’une matrice S .

4. Le weighted interval scheduling : choisir un ensemble de tâches pour maximiser
la somme de leur poids.

Par exemple, un ministre a une liste de rendez-vous, réunions et visites à effectuer,
mais ne peut en traiter qu’une à la fois.
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Chaque tâche possède trois attributs :

— une heure de début,
— une heure de fin,
— un poids qui symbolise son importance (un entier en général).

Le but du ministre, qui veut être efficace, est évidemment de maximiser le poids
total des tâches qu’il choisit d’effectuer.

Nous avons donc une collection de tâches t0, . . . , tn−1 , n ∈ N∗ ,

avec pour chaque tâche ti , i ∈ J0, n− 1K, une heure de début di, une heure de fin fi
( avec : di < fi ) et une valeur « weight » vi .

Pour tout (i, j) ∈ J0, n − 1K2 , les deux tâches ti et tj sont compatibles si ]di, fi[ et
]dj, fj[ ont une intersection vide.

Nous cherchons donc un ensemble de tâches compatibles de poids maximal.

Pour cela, nous supposons (quitte à les trier au préalable) que les tâches sont indexées
par temps de fin croissant,

et nous construisons un tableau p tel que :

∀j ∈ J0, n−1K , p[j] =

{
max({i ∈ J0, j − 1K/fi ≤ dj}) , si {i ∈ J0, j − 1K/fi ≤ dj} 6= ∅
−1 , sinon

,

autrement dit, p[j] est ...

Appliquons le paradigme de programmation dynamique.

Nous allons construire une fonction C qui calcule pour tout entier j compris entre
0 et n− 1 , le poids maximal atteignable avec les tâches t0, . . . , tj−1 ,

et la solution est C(n) .

à chaque j compris entre 1 et n, nous pouvons choisir ou non d’inclure la tâche tj−1
dans l’ensemble, d’où :

C(j) =



, si j = 0

, si p[j] = −1

, sinon

.

5. La distance d’édition ou distance de Levenshtein.

étant données deux châınes de caractères a et b, trouver le nombre minimal d’opé-
rations d’éditions qui transforment a en b.

Cette distance est très pratique pour la correction orthographique.

Les opérations d’édition ”classiques” sont :

— insérer un caractère à la position i,
— enlever le caractère à la position i,
— remplacer le caractère à la position i par un autre.

Nous avons donc deux châınes a et b (de type string ) de longueur respective
long(a), long(b), et nous voulons calculer leur distance d’édition.
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Pour cela nous définissons la fonction D qui calcule pour tout (i, j) appartenant à
J1, long(a)K× J1, long(b)K la distance D(i, j) entre a0...i−1 et b0...j−1 ( les préfixes de
a et b de longueurs respectives i et j ),

puis nous calculons D(long(a), long(b)) .

Cette fonction est récursivement définie par :

D(i, j) =



, si i = 0

, si j = 0

, sinon

6. Le disque dur à deux têtes... liste non exhaustive !
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